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1. 

Becherches siir diverses applications de P Analyse 
infinitesimale ä la Theorie des Nombres^ 

Seconde partie^). 

ParMr. G« Lefeune DiriohltU 



$. 7. 

JNous alloDS maintenant developper les conseqnences qui dSrivent dea equa* 
üouB etablies dans lea 4 premiers numäroB da $. precedent, en commen^ant 
par Celles qai s'obtienneot iodependammeDt de la sommation des deux series 
geoerales contenues dans les expressioDs de h. Neos passerons ensuite 
k Celles qui resultent de cetle sommation, que Ton pect effectuer seit par 
Tintegration d*ane fraclion rationnelle seit an moyen des series connoes de 
Sinus ou de cosinus. 

Beprenous reqnation (17), dans laqnelle les deox sommations rela- 
tives a n doivent s*etendre a toos les entiers positifs impairs et premiers 
an determinant negatif D. Si dan» la premiere de ces deux sommes Ton 
ecrit n^ ä la place de n, reqnation pourra prendre la forme 

le sjgne 2 indiquant une double sommation relative a n et n\ II est fa- 
cfle de donnner a cette serie la forme d'une särie simple, en reuuissant en 
un seul tous les termes pour lesquels le produit nn' a la mdme valeur. 

On aura ainsi pour lerme general o-„ —, n^ayant toujours la m6me signifi- 

cation que pröcedemment, et Cn dAiignant Fexcös du nombre des diviseurs k 

de 11 qui satisfont ä la condition i^ i ^ [p) s= 1 , snr celui de ces divi- 
seurs qui satisfont a la condition opposee i^ e ^ \p) = — 1. Le pre- 



*) La premiere parlie de ces Rechercbes t iii inprim^e dans le lome XIX. de 
ee Jeumid, pag. 8t4. 

Crell^f Joumtl d. M. Bd. XXI. Hit 1 1 
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mier membre peut egalement se räduire a ane sirie siaiple de forme ana- 
logae et doDt le (erme göoeral a poar coSfiBcient le Dombre qui expriine 
combiea de fois iWier n peut Stre represente par Ia totalite des formes 
quadratiqnes, en attribaant aux ind^termiDees x et y de ces formea des va» 
leors qoelconqaes positives oa negatives, premieres entre elles oa non. Bn 
dösignant le nombre dont il s'agit par r» , od aora 

Cetle ^quation ayant liea pour tovte valear de rindetermin^e s, sop^rieare 
a runite, il est facile d^ea conclure qa'on a r„=5 So*». 

Ce resuUat et celoi qai se deduit de Ia m^e maniöre de reqoa- 
tion (tO}| apres en avoir mis le second membre sous Ia forme 

penvent dlre röanis dans Fenonce common qne voiei et dans leqiiel nous 
distingnous en formes de premiere et de seconde espece Celles qne neos 
avons appelees pröcödemment proprement et improprement primitives^. 

fjU ötaot un eotier positif impair et premier an döterminaot n^ga- 
,,iif D, si Ton d^igae par er Fexces du nombre des diviseurs A de n qui 

i,8ont tels qu*on ait ^ ^ i ^ y^J = 1 , (ou J^| f et P ont Ia signification que 
3, nous avons fixöe au S« 6.) sur celui de ces diviseurs qui reroplisseut Ia 

„condition opposee 9 ^ € ^ ^js=— 1, le double du nombre er exprimera 

9, de combien de manieres differentes rentier n(2n) est susceptible d'dtre 
^ represente par le Systeme complet des formes de premiere (seconde) 
9, espece, dont D est le determinaot*** 

II Importe de remarquer que ce resultat presente les mömes cas d'ex- 
ception que le theor^me I. du $• 4., et que le nombre des repr&ifentations est 
respectivement pour ces deux cas 40* ou 6 er. 

*) «Tai cru devoir sur ce point m'ecarter de Ia lerminelogie tdoptte dans les 
Disq. arithm.^ poor pouvoir conserver dans les d&nomiaations l^analogie qui eziste cntie 
les objets qu'elles servent k d^signer. Les formes quadraiiques k coefRcients com- 
plexes dont nons aurons a nous oeeoper dans Ia suite de ces RecfaercheSy prtbentcnt 
sous le rapport dont il s'afrit ici, une vari^ti plus grande que ne Test celle des formes 
ordinaires, et a laquelle les expressions employies par Hr. Gau/s ne sVdapteraient que 
difBcHemcnt. En effet dans les fonnes de cette nalure, le plus grand diviseur oonunun 
de a, 26, c peut etre Tuaite, le nombre l-f-V*-— f, ou eufin le nombre 2, en suppo» 
sant toujours celui de a, b, c egal k Tuoite, 
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En aUribaant a D des valeurs däterniiu^s^ on oblient des (höoröiiies 
tres simples tels que ceux-ci: 

,,Le nombre des solutioos de requatioo x'^'^y^stin^ est egal aa 
quadruple de Texces da nombre des diviseurs de n qui ont la forme 
4 y 4*1 9 ^^^ celai des diviseurs eompris dans la forme 4^4*3*'* 

jjhe nombre des solations de reqnation x^'{'7y^^=in^ est egal oo 
double de Texces des diviseurs de n^ qui sont de Tune des formes 
6v+ij 3 9 sur celui de ces diviseurs qui sont de Fune de celles-ei 
8y + 5, 7.^ 
et ainsi de suite* 

Le premier de ces Ib^oremes particuliers etait däja connu« Mr. JacM 
qui l'avait d'abord conclu du rapproebement de deux s^ries qui appartien- 
oeat a la thäorie des fouctious elliptiques, eu a donne depuis une dömon- 
stration purement arithmetique '^). 

Ou peut par des consid6rations du mdme geure parvenir au resultat 
g6n6ral enoncö ct*dessus, en partant du Ihöoreme deja cite du $.4. CTest 
ce que nous allous faire voir en peu de mots, en nous bornant au cas on les 
formes sont de la premiöre espöce, le mdme raisonnement s'appliquant a Tautre 
cas. Supposons en premier lieu que les diviseurs simples de n soient tous de 
Tespece de ceux que nous avons dösign^ par ^ et posons it = /? ' ^^' ^^' • • • m 

fii ft^ ^ •••• designant des nombres premiers inägaux. Pour faire reoumeration 
complete de toutes les repr^ntations dont n est susceptible, nous les ränge- 
rons en groupes, en comprenant dans le mdme groupe Celles de ces representa» 
tions pour lesquelles le plus grand diviseur commuu des ind^terminäes xet yn 
la mSme valeur Ij dont le quarre devra evidemment diviser n. Uest evident 
que le nombre des representations contenues dans un pareil groupe, est le m6me 

^ue celui des representations de rentier ~ , en assujetissant les iadötermi- 

n^ dp et ^ a dtre premieres entre elles. Or fl resulte de la supposition 
faite snr la nature Ae fu fi^ .... et du tb^reme d6)a cil6, que ce demier 
nombre est exprime par 2.2^, (i d6signant le nombre des diviseurs simples 

inegaux de y^» Tont se r^uit donc a döterminer la sonune des puissances 
2^ qui correspondent aux entiers de la forme jg . Pour obtenir cette somme, 

*) Voyez le Tome XIL de ce Jounal pag« 167. 

1* 
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eoDud^roii« le polynonie 

qni doit dtre continu^ tut qoe les exposante ne devieuoeat pM negalifa, 
et dans leqpiel le coöf&cient da deraier teime est mipposö egal a 2 on a 1, 
ielon qoe rezpoaaot de ee teme a la valeur 1 oa 0. Le produit d^ve* 
loppö de ee poljrnMie tt de« poljaemee aoalegaee relatifii a fi^f^y ••• 

^tant ^videameBt eenpeed de (eua lea tenuea de la forme 2^ ^^ on eb- 

tiendra la aoaiBM des pnissaiiGes 2^, en remplafant les nombres /19 /!» •••• 
par Tiinitd. Mais par ee cbaDgemeot Fi^ F^^ ..^. deviendrout respective- 
Bieot Ä.i+1» ^4+lf »«««y d'oü Ton cooclot qne le Dombre des repr^wnta- 
tions qu'il s'agit d'obtenir^ est egal aa double da prodmt (Xi+l)(^t+l)**«M 
prodüit qaiy eooune Toa sait, exprine le oombre des diviseors de n. On 
Toit qoe dans ee preoiier eas^ le rösaltat est eonfonae a Fenoneö general, 
paisqae dans ee eas, oa les divisears remplisseot toas la premiere des 
deox eonditioDS exprinöes dans eet ^nonc6| le aombre des divisears ne 
diff^re pas de Fexees designe par er. Fassons maintenant aa eas general 
oa n renferme aossi des nombres premiers y, tels qa'on ait 

i- i^ (f) = -l, 
et posons ^ 

n est faeile de oonelare da eas A6jk examin^ qne dans eette sappo- 
sition le nombre des repr^wntations dont n est saseeptible^ sera exprimö par 
2(Xi-|-l)(^t+l)«*»«9 lorsqae les exposants v^, Vt»*««* sont toas pairs, etse 
rMait aa eontraire a zero, lorsqae cette eireonstance n^a pas liea* Noas 
avons done a proaver qae l'exeÄi er a la valear (Xi+1}(^3+1)**«* ^^ ^ 
valear zero^ seien qae n se troave dans le premier oa le seeond de ees 
deax eas» Poar y parvenir, faisons le prodait des expressions 

dont les difli^rents f ermes donnent toas les divisears de n. L*an qaelconqae 

de ees divisears ^tant designö par k, on anra a^ e ^ l-p) = ±1^ le signe 

saperiear ou inferieor ayaut liea» seien qae le nombre des laclears giyg^^...^ 
eontenas dans k sera pair oa impair. Ou eondut de la que le produit 
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precödent se chaDgera en er, nl Ton y fait iss/^as/^s...,, — Is^^s 
y, £=••«« Le produit deviendn ainsi 



• • • • 



et il Mt evident que cette expression est eneffet (A*i+1)(^+1)«**M '^^^^ 
que Vi 9 V29 •••• sont toas paire, et zero dans toat autre cas. 

Les resaltats precedents aont relatifs au caa cm le determinant D 
est un eutier Degatif. 11 existe des proprietes analogoea pomr lea fonaea 
doot le determinaot est pqsUif. Poiir etablir ces proprietea, on peot faire 
iiaage des series qae noas avons eonsiderees dans les No. III. et IV. du $. 8. 
On peat aussi 7 parv^iir par des raisonnements porement arithmetiques en- 
tierement semblablea a ceux que neos veuons d'indiquer, et en prenant pour 
point de depart le tfaeoreme III. da g.4« 

n serait donc inutile d'entrer dans de nouveanx d^tmla a cet egard, 
et neos uoos bornerons a enoncer les resnltats qui se rapportent aox for- 
mes a determinant positif. Mais il est bon de faire prec^er cet enonc6 
d'une remarqae propre a le simplifier et qui conceme les oonditions aux- 
quelles les co6fficients des formes a determinant positif ont ete assnjeties 
dans les $« 4. et 6. On y a snppose que les coefficients de ebacnne de 
ces formes, teile qne aa?-\-2hxy'\'Cy^j etaient les denx premiers po» 
sitifs, le troisieme negatif. Or de ces oonditions )a premi^re et la troi* 
sieme sout seules necessaires, et tont ce qoi a etö demontrö dans les 
SS. cites, subsiste egalement lorsqne h est nögalif 00 zero. Nous n^avons 
en efiet nulle part eu ^ard au signe du coefBcient mojen, si ce n'est 
dans leNcIIL du %.%.^ pour prouver que Texpression aa?'{-'2hxy']rey^ 
est positive, lorsqu'on y suppose 

^>0, y>0, y<^^x. 

Mais il esi facile de voir que ce rdraltat ne dopend pas aon plus du signe 
de h Pour s^en assurer, on remarquera que la demiere des inegalit^a 
precedentes peut se mettre soua la forme (ßX'\-hy)ü^yTj d'ou Ton 

coaclut, le second membre etant positif, (ßX'{-hyyü^>y'^T\ On a d'un 

autre cötö, T'>I9I7^, et par suite en muUipliant, {ax'\'hyy> Dy^^ ou 
ee qui revient au mdme^ lecoöfficient a etant positif, ax^-\'2hxy'\'Cy^'> 0; 
ce qu'il s^agissait de prouver. ' 



Eo ayut egard a la remarqoe qui vieut (Tdtre faite, et deslguafit 
comme precedemment par co Vuu\t6 ou le oombre 2^ wlon qa*il s'agira da 
formes de premiere oo de aecoude esp6ce, on pourra r^unir les resoltats 
doot il 8*agit dana FÖDonce auivant'^) 

^ etant nn eutier positif (non* quarrt) et T et 17 designant les plas 
petites valeura positives de I et ii (aotrea qoe o) et 0) qui aatiafoot a F^quation 
f — Du^sa(ß}\ BQfjfWonB que ax^+2bsy+cy% a'x^+2b'xy+c^y^^ .... 
aoient lea formes diförentes de premidre (secoode) espöce, ayant le nombre 
D poar delerminant, ces formes ^taot tellement ehoisies qae les ooöfficients 
de a^ soieot tons positlb^ et eeux de y^ tous negatifs) snpposoiui eoeore 
qae les iiid^ermliies ^ et y ue doiveut reeevoir qoe des valears positives» 
et soieot de plos assojeties daos la premi&re de ees foroies a la eooditfoo 

y < y^, yj X, et daos les aotres a des eooditioos aoalogoes. Cela ötaot 

et n desigoaot oo eotier positi^ impair et preoiier a I?, je dis qoe le oombre 
des repröseotatioos diffi&reotes doot (an est soseeptible ao moyeo des fonoes 
doooäes» est ögal k Fexcös do oombre des Aviseors k de n, poor lesqoels 

Eexpressloo S^ i ^ yp) a la valeor 1, sor celoi de ces diviseors qoi doo« 

oeot a la möme expressioo la valeor — l.** 

Poor appUqoer ee Ibeoreme a oo cas partieolieri seit Dss2. Oo a 
alors wäI, TsbS, I7ss2, ^=1, f sa— 1, Pssl^ et le sjrsteme com- 
plet des formes se rddoit a oo seol tenoe, poor leqoel ooos poovoos preodre 
la foroie o^ — 2y^. Le r^soltat relatif ä ce cas, est dooc: 

i^Si daos Föqoatioo x^ — 2y^ssn, on n est impair et positif, les 
iodetenoioees x et y ne soot sosceptibles qoe de valeors positives et eo 
ootre tolles qo'oo ait 33r^2ar, le oombre des sdotioos de cetle eqoatioA 
aera exprimö par Texces da oombre des diviseors de n qoi oot Tooe des fonoes 
8y±l9 sor celoi de ces diviseors qoi soot de Faoe de celles-ci 8y±5.'' 

CoDooe daos Töqoatioo (1) etablie ci-dessos de möme qoe daos les 
trols eqoatioos aoalogoes qoe poor abröger ooos ooos sommes dispeoses 
d'ecrire, les deox membres soot ögaox par groupes de termes, eo ce seos qoe 
le tenoe ooiqae qoi r6ndte de la reooioo de toos les termes particolins do 



^) Je saisinu cette oeetsion poor fkire iMMurqiier ooe fluile d^impresiDoo qoi 
i'est glisttfo dans les th^iimes L et n. du §. 4. Au Heo de ,|flMleora simples loeganz 
de D*" U fimt lire i^fiicteors simples iu^gaox de ni.*' 
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seeond membrey poiir lesqaeLi le prodoit nn' a nne valenr detenniuöe, est 
ideotiqae a celui qui provient dans le prenuer de toiis les termes partt- 
caliera pour lesqoeLs lea formes qaadratiqaes ont cette mdme valear deter- 
mineet on voit que la verilö de ces equations est iDdependaote de la forme 
particuliere de la fonction qni y entre, et qae cette fonction qui daos ces 
equations telles qa'elies se sout prösentees d'abord, e8t une pnissance de 
Fexposant — Sj peut etre remplacee parune fonctiou entierement arbitrairt^. 
II vieudra aiusi, eu n'ccrivaut toujours que requatiou qui se rapporte aa 
prenuer des qualre cas generaux: 

2. Z'^Caa:* + 2*a?y + cy") + ^'(^(afx" + 2 Vxy + c'f) + .... 

les signes sommatoires ayant toujours la mSme siguification. II faot seul^ 
ment ajouter que la fonction design^ par la caracteristique (P doit ötre 
teile que les söries pröcedentes soient convergentes et du uonibre de celles 
que nous avons appel^es s6ries de premiöre espece. Cette condition se 
frouvera remplie, par exemple^ si Ton suppose (P(4r) zsuf^q elant une conh- 
stante reelle oa imaginaire, dont la valeur numerique ou le module seit 
moindre que Funitä« Ce cas est snrtout remarqoable, en ce qu'il permet d'e^ 
fectuer Fune des sommations dans le seeond menibre et de transformer les 
series doubles contenues dans le premier^ en sommes de produits de series 
simples, de sorte que F^uation exprime alors nn rapport entre certai« 
neiä söries simples qui sont pröcisement celles qui se pr^entent dans la 
tbeorie des fonctions elliptiques. La simplificalion dont nous parlons^ n'a 
toutefois lieu que pour Fequatioo (8) et pour Fautre äquation apalogue qui 
se rapporte a une valeur n^galive de D; eile ne s'ätend pas au cas oii le 
determinant est posilif. On peut bien dans ce dernier cas executer eucore 
Fune des sommations indiquöes dans le seeond membre, mais les conditions 
d'jDegali(6 auxquelles sont assujeties celles relatives a or et y empSchent 
que les s6ries doubles en x et y ne soient trausformees en produits de 
söries simples. 

Comnie les formules auxquelles on se trouve conduit par la rednc- 
tiou dont nous venons de parier, sont nouvelles et paraissent preseoter 
quelque inter^t, nous indiquerons brievemeut la maniere dont on peut l'ef- 
fectuer. L'equalion {%)^ lorsqu'on y attribue a la fonction ^ la forme ex» 
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poBentieUe» m dumge en oelle-el 

Dans le cm parttenlier oa les coöiBcieDts moyeiifl ^ ^^ • • •• mot tow ^puix 
i BÖro» le premier nembre sepr^Mote lauiiMuiteMeiit oomm la aomme d*iiii 
nomlNre liout^ de prodoits de aöriee ainples. Soity par exeaq^le, Dss — 2; 
il n*existe alora qne la aenle forme ^+2y^3 et la aonwe S^f'^'^^S dans 
laqueUe sr^+^X* m deitreoevoir qae dea Taleoni impaires, dem a'eteadre 
m toQs les eatiera inpain x, Bk k tous lea eatiera pain oa iaipain y. Ba 
röaaissaat lea (eraies qvi repondent k dea valeoa oppoaöea ^ jr oa de jv 
le preaaer aieaibre preadra la fonae de ee prodait 

2(f+f**+f*'+ete.)(l+2f»+2f-^*+2f»-»* + etc.). 
Qnaataa aeeoad amabre, coauae loa a Ics— 1, fcs— l^ pss — 1, il 

deviendra 22(~l}~^''^f^» le aigae Z aT^teadaat ib foatoa lea yaleara 
podtives et iaqpairea de » et de »^ Ea efcctaaat la nnaiaiitfon par nm- 



doBC daaa 



tioalier 

(f+f' + f^+eteO(l+2f*+2f*+2f*+etc) 

equation focUe a verifier par lee fenaalea eoaaaea de la tteorie dea Cmio- 
tieaa elKptiqBea> 

Passoaa i aa eas plaa gia&ral et qai aaffira pow WNitrar de qaelle 
aauiidre la redactioa doai il eat qaeatiea^ peanra dtre efcctaie qaelle qae 
seit la valear a^ative attnbafo a D. Seit D s — p^ p dfa ^ g a a at aa 
aoodbce preauer 4y + 3« Daaa oette aajqpeaitioa ea a l^ly rssl^ 
Pss — p; le aecead aMabre devieadra doac, ea Mettaat aa Bern de 

(-^) rezpreaaaea ^aivaleate (y), 

CowM II et »^ doiTOit reeevair toatati lea Taleva paalrrea iaipairea ei 



pveweres a p, Fexpressioa prdeadeirte^ ea j eftw iaaa r la Howanfinn id»> 
thre a m'^ se cttaaipeca ea 



Considörons tnaiolenant Tune des somnies doubles contennes dans la pre- 
inier membre, la preuiiere par exemple. D^apröa ce qoe nooa avona va aa 
% 6«, lea valeora aimaUaneea qoe x ti y doivent obtenir dana cette . aonne, 
peoTent dtre distriboeea en un certain oombre de syateoiea de la forme 
jrss2;fli+a, ys=s2;ru-(-79 ou a et 7 aont des entiera detenninösi et « 
et V des entiers indetennines qoi doiveat prendre toutes les valeora depoia 
«— -eo josqo'a 00 • Oo aora donc poor la aopurne partielle qoi repönd h ce 

Systeme^ enniettant aa?'*+2*a?y+^y* sooala forme — ((«^ +*>*)' +f!y*), 

Deeomposons mainteuant ^iie somme partielle a son toor en d'aotres som* 
mos, en ecrivant Boccessivemeut avj au 4*1» «««m au-f-^— 1 ala place deu 
On aora ainsi poor Tope qoelconqoe de ces OQoyelles sommes partielles, dont le 
iiomfare est a, Texpressicu soivante qoi se rapporte a la sobstitotion de ax) -f-A^ 
et dans laqoelle on a fait poor abreger, S/ift^-f^^+^V^^y 3/^^+7^=3^ 

Or, si Ton considöre mainlenant la sommation relative a u comme devant 
Mre effectoee la premiere, rien n*emp6clie de remplacer u-{^hio par tr, et 
le resoltat preud la forme d'on prodoit de deox series simples 

II est d'aOleors facile de voir qoe ces deox series peovent dtre. redoites 
a la fouclion si remarqoable qoe Wt. Jacobi a iotrodoile dans la theorie 
des fonctions elliptiqoes et qui a poor expression 

1 — ^eos3x -|-2y*coa4jp— 2<jr^co8 6jp + etc. 
D'on aotre cöte, on peot aossi redoire aox fonctions elliptiqoes les deox 
series (4), en combinant les formoles connoes de cette theorie avec les bei- 
les expressions qoe Mr. Gauß a donnees poor exprimer ^— \ par one serie 
finie de sinos 00 de cosinos. 

Les formoles qoe Ton obtient ainsi, me paraissent sortoot remar« 
qoables en ce qoe les prodoits de la forme (5), qoi composeul le premier 
membre, dependent qoant a leor nombre et qoaut aox constantes a, Ar, i 
qo'ils renferment, do nombre et des coäf&cients des formes qoadratiqoes diffe- 
rentes qoi ont lieo poor le detenninant correspondant, et il y a lieo d'esperer 
qo'en approfondissant le rapproehemeut qoe noos venons d'indiqoer, on par- 

Crelle's loarnal d. M. Bd. XXL Hft. 1. 2 
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impaires de t' et u*. Beste k coQ$iderer le ess ou D a la forme 8 y + S> ^ 
oü eil otöine temps T^ et ü' sont impairsu Comme (oiitea les aolutiona positive» 

de leqiiation(8)9 soot dounees par la forniule —^-5 — — a» ^ — -^-5 f , 

oü n est un eolier positif, on coudut de la remarque faite plus haot^ que 
Ton obtiendra les valeurs 7 et IT, en delerminaut le plus petit exposant n 
poor leqael t' et tl^sont pairs, et eo posant ensoite T^:^\t\ Uss^u\ Or 
il est facile de voir que cet exposaut est le nombre 3 ; car en faisant » ss 3, 
OD trouve pour u\ la valeur impaire T^I/^ (andis que eelle qui repond k 
nzsi'd, et qui est ^ U'Ci T'^ + J}U'^) j est evidemmeut palre. Ön a donc 

— -^-^j -) • En appliquant les resultats precedents aux 

deux equations donueas ei*dessus, on voit que poor uu determinant de la 
fonne Sv^ij on a loojours h^sh\ et que lorsque i? a la forme 8y + ^9 
tout depend des enliers !P et 17^ selou que ces entiers seront pairs 00 
impairs, on aura A=s3A' 00 hzszhf. 

IIL Yenaut k la seeonde des queslious euoneees ei-dessus, nous 
remarquerons d*abord qu'apres avoir etabli daus ce qui precede, le rapport 
qui a lieu enlre les formes de premiere et de seeonde espöce qui appartiennent 
au möme determinaut, nous pouvons dans la question qui nous reste a trai- 
ier, considerer les formes qu'il s'agit de comparer, quaut a leur nombre, 
eomme appartenaut a la premiere espece. Soient D et D' ss DS\ les deux 
determioants , D n'ayant pas de facteur quarre et ^ etant suppose posiiif, 
et designons par h et A' les nombres des formes qui repondent respective« 
ment a ces deux determinanCs. Comme les quantites ^« e, P sont evidem« 
ment les mdmes pour ees deux determinants, si Ton suppose en premier lieu 
D negatif, on auAi en vertu de requatlon (19) du $. 6.: 

Quoique les termes generaux des deux series conteuues daus ees ex« 
presslous soient de mdme forme, ces series ont neanmoins des valeurs dif-- 
ferentes. En eflet, dans la premiere equation la sommation doit s'etendre a 
tous les entiers n impairs et premiers a D; tandis que dans la seeonde n 
ne doit recevoir que des valeurs impaires et premieres a D\ Pour de- 
couvrir la relation qui existe entre ees deux sommes, il faut se reporter ä 
requation (6) du S« 6. Si Ton suppose dans cette equation fi = j, fl^=^e^ 
P2SSZP, JR|Ssl, on voit que les series precedentes peuvent ötre 
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loraque la variable 9 a^roebe indefinimeut de Tiuiile; wmb iljm cette dif- 
fftrenee qae loraqa'il a'agit de la premiere aerie, il faut exdure de ce pro- 
4iiit toiia lea nonbrea preaiiera iaipaira et pontifii f qoi diriseat H, taodia 
qoe poor obteuir la secoDde aerie, il faat exclore looa ceux de ces nombrea 
f qoi diviaeat D'^^DS\ 11 reaolte de lä qoe ai Ton designe par r, r^^r^% .... 
lea Bonbres premiere impaira, poaiti& et Inegaox, eonteuus dans ly^ saaa Fötre 
daoa D^ le rapport de la prämiere aerie a la aeeende a poor expresaioD 

le eigne 11 s'etendant a lootea lea valeora de r qo^on vient de d^nir 

Ao moyen de ee resoltat, la eomparaiaon des eqoatioaa en A et A^ 
doonera celie-ei / f^t r>-i ^x 

qoi exprime la relatioo cherchee eutre h et h\ On doit ajooter qoe oette 
eqoation ne s'appUqae paa ao cas ou jDss — 1, et qo'il hat dans ce cas 
doubler son premier membre. 

ly. / Le cas oü D et D* soot positifa, e(ant sosceptible d'une aualyse 
toote aemblable, iious nooa bornerona a enoncer le resoUat qoi s'j rapporte. Si 
Ton des^ue par Ty U et T*^ W lea ploft petites yaleore positives qiii satisfout 
aox ^oations /^— l^tf'ssl, t^—D'u'^sal^ le resoltat dont il s'agit, sera 

oo Ton peot remarqoer qoe le facteor logaritbmiqoe eqoivaot evidemmeut 
a l'unit^ divis^e par le plus petit exposaiit positif K tel qoe le coefficient 
de ^D dans la poissance {T+U^Df developpee seit divisible par ^. 

Nooa observons en fioissant ce S« et avant de neos occuper de la 
aommation mentionnee ao commeocemeut du precedent %.y qoe les deux 
qoestions qoe noos venons de traiter, ont deja ^te resoldes dans Teovrage 
de Mr* Gauf9 (art t53 — 266.) > mais par d'aulies moyens. Quant aox resol- 
tafa, on troove qoe eeox de nilostre aoteur, ideutiqoes aox nötres dans le caa 
dea d^ermioaota negatifs, en different essentiellement et se pr^ntent soos 
one forme plos compliqoee, loraqoe la comparaison qo'il s'agit de faire, doit 
fOflar MT.daa iunea a d^rminant positif. (l» mit^ m pfochm« cahier.) 
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2. 

Elementarer Beweis einer merkwürdigen analytischen 
Formel, nebst einigen aus ihr folgenden ZahlensAtzen. 

(Von Herni C. G. /. Jfaeobi^ Professor ord. ao der Uiiifeivitiit bo Köoigtberg io Pr.) 



Mßna erste Beispiel einer naehaofsteigeiideii Potenzen fortschreitenden Reihe, 
ia welcher die Exponenten eine arithmetische Progression zweiter Ordnung 
bilden, hat Euter in der ItUrodtictio m anafysin infitüi. gegeben. Er In- 
det uämlidi in dem Capitel de partühne numerarum $. St8. dorch Indac* 
tioa, dafs die Entwicklung des unendlichen Products: 

eine Reihe giebt, deren allgemeines Glied 

im*±m 

ist» Blan hat also, da 3m^— m ans 3m^-f ^ erhalten wird, wenn man 
«— fft statt +m setzt, 

(l—ar)(l—a:») (!—*').... =s S (—1)-» * 

Dies interessante Resultat, welches Euler später in den Schriften der 
Petersburger Akademie höchst scharfsinnig bewiesen hat, ist eine unmittel- 
bare Folge der Entwicklungen, welche die Theorie der elliptischen Func- 
tionen darbietet ( Siehe Fundam. nava flmet. ellipt. §• 66. Gleichung 6.) 
Die Theorie der elliptischen Functionen giebt aber nicht allein die Ent- 
wicklung des obigen unendlichen Products, sondern sie giebt auch die Ent* 
Wicklung des Cubus dieses Products, und zwar für denselben eine Reihe, 
in welcher die Exponenten ebenfalls eine arithmetische Progression zwei- 
ter Ordnung, die Trigonalzahlen , bilden, nämlich die Reihe 



3 



S (— 1)"(3»+1)« 

MSO 

Es geht hieraus das merkwflrdige und in der Analjsis bis jetzt einzig da- 
stehende Resultat hervor: 

{1 — jc— «^+aF*+a?^— ..•.}' « I~3jr + 5JF'— 7«^.*.., 
oder 
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(Siebe Funium. nopa fimcL elßpi. $. 66. Gleiobung 7.) Es ist mir wenig« 
sietm keine Reibe, in welcber die Expouenien dieser Potenzen eine arilh- 
neiisdie Progressioii fter Ordnung bilden, bekannt, von weldier der Cubus 
oder ane andre Potenz wieder eine solebe Beibe gäbe. Je merkwOr* 
diger aber diese Formel sein durfte, desto mebr, glaube ieb, wird es der 
Hnfae werth sein, zu zeigen, dafis sidi dieselbe unabbangig von jeder an- 
dern Theorie auf ganz elementarem Wege beweisen lafiit 

Nebmen wir ia der Gleichung (1) von beiden Seiten die LiOgarilb- 
meii, differentiiren nach x und multipliciren mit 2dr, so ergiebt sich: 

2(— ira? ' 2(— l)-(2ii+l);r ' 

oder wenn wir die Nenner fortschaffen und Alles auf eine Seite bringen: 

SS(— 1)-^ (211+1) {3(3 m' + m)~(nHw)} x^^^^^' ' ' = 0, 
in welcher Gleichung für n alle ganze Zahlen von inclus. bis + oo , und 
fflrfii alle ganze Zählen von — oo bis +oo zu setzen sind. Der Ausdruck 

3(3m^+iii)— .(n^+ii) 
läfst sich in die beiden Factoren 

Sin— 11, 3m + ii + l 
zerlegen. Wir können ferner, da die Gleichung (8) fiir jeden Werth von 
X bestehen soll, fiir x irgend eine Potenz von x setzen und acch die ganze 
Gleichung mit einer Potenz von x multipliciren. Wenn man auf diese 
Weise x^* für x schreibt, so wird der Exponent von x im allgemeinen Gliede 

36m^ + 12m+3(4it^ + 4n) s= (6»i + l)^+3(2ii+iy— 4j 

multipliciren wir nun noch mit x\ so geht die Gleichung (2) Aber int 

S2(— ir+"(2ii+l)(3m— ii)(3»+it+l)x^«'"-^*>*+^^''''^»>' as 0. 

Setzen wir hierin 

3. 6m4*lsa, 2 + 1»:^» 
so dafs 

3m + n+l-^, 3«-.» = ^, 

(—1)" + » — (—1)»"-" CS (—1) » 

wird, so erhalten wir: 
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welche SummatioD sich aof alle pontiven und negaüvem ZaUen a der Form 
6«i-f 1 und auf alle /HMthem ungeraden Zahlen b bezieht 

» 

So wie wir jetzt die Gleichung (4) ans der Gleichnng (1) abge- 
•leitet haben: eben so erhalt man (1) als Folge von (4), wenn man densel- 
ben Weg nmgekehrt geht Wir haben daher nur unser Augenmerk auf 
die Verification der Gleichung (4) zu richten; indem durch dieselbe zu* 
gleich die Gleichung (1) bewiesen wird. 

Da die Gleichung (4) für jeden Werth von x bestehen soll, so 
mOssen diejenigen Glieder, filr welche a^ + 3^^ denselben Werth erhält, 
für sich genommen verschwinden. Wir werden sehen, dafs dies in der 
That geschieht, und zwar so, dafs immer zwei Glieder denselben Coef&cien- 
ten mit entgegengesetztem Zeichen erhalten und daher einander aufheben. 
Da nämlich a und b ungerade sind, so giebt die Formel 

zwei neue Paare ganzzahUger Werthe a% b\ für welche a'^^^b'^ dei>- 
selben Werth erhält wie a'+3ft^ und zwar: 

a — 36 -. aArh 

. ^ = — 2~' ^ = ~2~^ 

Da aber af und V eben so gut negativ als positiv sein können, so hat man 
im Ganzen 8 Paare von Wertheu der Zahlen af und 6^ welche in den 
beiden Formeln enthalten sind: 

mit 0-t"36 «y - — 6 

«• «' = ±—5^—5 *' = ±— j^"- 

Aber damit diese Formeln auf ein neues Glied der Beihe (4) fuhren, müssen 
af und V denselben Bedingungen unterworfen sein als a und b; es mufe 
nämlich af durch 6 dividirt den Best -^l lassen und V ungerade und po- 
sitiv sein. Es wird sich zeigen, dafs von den acht Paaren von Werthen, 
welche in (5) und (6) enthalten sind, nur ein einziges diesen Bedingungen 
zugleich genügt. 

• In der That, da die Summe der beiden Zahlen ^^^ und ^^^ gleich a 

und a ungerade ist, so mufs eine dieser Zahlen gerade, die andere un- 

gerade sein. Wir wollen die ungerade mit — ^ — bezeichnen, so dafs 
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^=»+1^ wenn ^^^ iiiigerade, ~- gerade, «s— 1, wenn ^^i- gerade, 

« 

-|T— ' DDgerade ist, oder io Zeiebea : 

Hiernach mnfe 

seiD, damit die Bedingung, dafii ^ eine ungerade "Zalil sei, erföltt werde. 

Zu diesem Wer(h von 1^^ gehört der Werth von o^ss j: *~^^* t also ha« 
ben wir 

« — X^ — 2 • ■** -'^ — 2 — * 

Ton den 4 Paaren von Wertfaen, die in diesen Formeln enthalten sind, 
können wir sogleich wieder swei ausscheiden j denn da^^ positiv sein soll, 

80 müssen whr das Ht Zeichen vor "*^^ so bestimmen, dals ± ^2 P^ 
sitiv wird. Man bestimme daher 9' so es J^lf dab f'*^— positiv werde, 
m ist *'-sc'.f±i^: also haben wir 

a 3s + — j^ — , o SS e . ^^ , 

Ueber die jetzt noch tibrige Zweideutigkeit des Zeichens können wir leicht 
entscheiden; die Formel für a^ seigt nämlich, dafs, je nachdem das obere 
oder das untere Zeichen genommen wird, 2a' — a oder 2a'-)*^ durch 3 
Iheilbar ist; aber da a^ssGm^+l ^^^ ^U und.a von derselben Form ist, 
so kaan nur 2a^+^ durch 3 tbeilbar sein, während 2a — a den Bast 1 
läfst: es gilt also das untere Zeichen und wir haben . 

ä II— 3*i^ 

Dafs durch diese Formel a' wirklich von der Form &m'^\ wird, ist leicht 

zu zeigen; denn hierzu ist nur nöthig, da(s es sowohl bei der Division 

durch 2 als bei der Division durch 3 den Best 1 UUst. Das Letztere ba« 

ben wir so eben gezeigt, das Erstere geht daraus hervor, ^a(s zufolge 

der Formel für *', 

ö' a= «'*'4.2i* 

ist; d^BQ hiernach ist a' mit V zugleich ungerade. Whr haben demnach af 

und V durch die Formeln 
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7# «• a« — — j — } ^ «■ r. — 2 — 

xa bestiamen, wo f as(— 1) ^ vnd i^sss ±1, je uachdem ^^ P^itiv 
oder DOgativ ist) abdami «od af und ft^ dn Paar voo neoen Werihen^ 
welohe a ond ft io der Sonune (4) annebnieb köonen, und för welche der 
Exponent 41? + 3 6^ seinen Werth nnverandert beibehält» 

Lteen wir die Gleichungen (7) nach a und h auf, 00 ergiebt sich : 

m « 2 — , * = t j— , 

welche Gleichnngen genan von der Form der Gleiduingen (7) sind, nnr 
dafs f und i' Ihre Rollen vertanscht haben. Dies BesnUat ist sehr wich« 
tig, denn es xeig$ uns, erstens, dab f' eben so von af ond V abhängt, wie 
f Ton ß und A» Da nämlich h ungerade ist, so folgt aus der Gleidiung 

dafs f'» + l, wenn ^^^ ungerade, also -—- gerade ist, und dafs 
^ ms — -1, wenn "7 angerade, also j" gerade ist» Es ist also 

Die Gleichungen (8) zeigen ferner, iaS» dieselbe Operation, durch 
welche af und V aus a and h abgeleitet worden sind, von den Werthen af 
und V XU a und 1^ gefflhrt haben wfirde» Die beiden Werthenpaare a, h 
und o^, i^ stehen also in einer reciproken Be»ehnng zu einander, und man 
würde durch Fortsetzung desselben Verfahrens nur wieder zu den frulierett 
Werthen zanleidcehren. Die Gleichung (4) ist TCiifieirt, sobald wir be- 
weisen können, dab die beiden CoeflBdentea ton je^'-*^' es jB^''i^\ welehe 
den WMhen 4, h und o^, V entipredben, einander aofheben. Dieser Be- 
weis UUst sidi aber ohne SchwierigiLeil fähren. Die Summe dieser beiden 
Co^denten ist oämlicA 

(—1)~ »(!!'•-*») + (—1) ^ *^(ll''— i'»)» 

aber durch Sabstitution der Werthe von a^ und V aas (7) erhält man 
vad daher 

<MI«*a Jncad 4. M. Bd.XXI. Hß. L 3 
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Aklgliok witd dio Smum der beidM Coefficieoteii 



Mgttoli 

Di» bvMoM MraohtotM GIMer beUs aieh abo b der That aaf, vd 
Mit M «• GMciImiH (d) \triioiiC 

l&i ktaUft der Pdl dMretai« dab «'s« vd ^ss»; 

V^dl» mfb dirOwftolMl tm x**^*» wekker k derSHM (4) mm des 
Wwrtk* v«i • «ad 4 wl a ln« wiHL aiek «ftaft ilg.ig,iB|,iiiiiiUi Kfa «der 
^wwfcwiniD» !• dwTW ttgiefct äck «!>■■ «'«b^ aa» der ttäam der 

ca^wAMefiM 1?) t 

3« « 3*», «Im 

« a ±ac 

Oniw dMT OtefleiMil dvr Rahe (4) de« Factor «*— <" hat, a» «M der- 

««IWvidbwai raMa-a 

1)^ «ick di» F^ewl {U aar «• thMtarw W«fe tfiij« UbL 

»» iM M Mfatte «kiaa l«iar< üu < i dk Sitae d«r Tillneifct »rie, 
Mii, wJber a» a fii > o»> Setem wir ia (t) wieder x^ f«r 
«imi mI WUk« Se*M der Ckiaieinvg aÜ jr*« 9* «Wtoa 

la dM(MC Oiiiikaa^ l ad^aatt m ale faas«« fHüftiv«« «idrr 
li% wilrrad » aar die W««Ar vva yiicstti««« yiaw Zaiiw 
MIm r^JlM dl» Ndyi wt «^«imMm»;«. SkKrt MB ^t>s4-t '»«r. 
iKbft •« iaHaar y«wttr jm^ m aritd « vmi ihr !*«)«> >>x-^t. 
9tt^ KC liain'fi'a ^nM dar f«« (>jr — t. 




» « 



w<«ft I att» a«fM«dw p«KMli««*v * ai» sMitt««« Zafeh« inM drr Fi 

>Ai l ^««iiMMi *»»r a»r a«piflaRiH« p«Mli«im ZaUnL «akfe aiele dank 5 
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Da wir die Gleicbong (9) oder (10) aus der GleiGfauiig (1) da- 
durch abgeleitet haben, dafs wir x^* statt x gesetzt und bieraof mit x^ 
mvltiplicirt baben, so folgt von selbst, da die Exponenten in (9) gana&e 
Zahlen sind, dafs in (10) der Exponent jedes Termes in der Entwicklang 
des Cnbus von 

die Form 24A + 3 haben muTs. In der Thal wird jeder Exponent in der 
Entwicklung des Cnbns dieser Beihe die Summe dreier ungeraden Quadrate, 
von denen keines durch 3 aufgeht; und da jedes ungerade Quadrat die 
Form 8Ar-f-l hat, so mufs die Summe dreier ungeraden Quadrate durch 8 
dividirt den Best 3 lassen. Es ist ferner jedes Quadrat, das nicht durch 3 
aufgeht, von der Form 3 Ar -f- ' 9 ond die Summe dreier Quadrate, von denen 
keines durch 3 aufgeht, mufs daher selber durch 3 aufgehn. Die Summe 
dreier ungeraden Quadrate, von welchen keines durch 3 aufgeht, lälüst daher 
durch 8 dividirt den Best 3 und geht durch 3 auf oder hat die Form 
24A:-f-3. Umgekehrt kann man zeigen, dafs wenn man irgend eine Zahl 
von der Form 24/?-)*3 ^^ ^^^^ Quadrate zerfallet, jede« der 3 Quadrate 
ungerfide und nicht durch 3 theilbar, oder seine Wurzel von der Form 
6k +1 nein mufs, wenn man nur für den Fall, dafs die Zahl durch 9 auf- 
geht, die Zerfäilungen, in denen jedes Quadrat ebenfalls durch 9 oder seine 
Wurzel durch 3 theilbar ist, ausschliefst. Denn wenn man eine ungerade 
Zahl in drei Quadrate zerfallet , 00 können entweder nur eines oder alle 
drei ungerade sein. Da ein ungerades Quadrat die Form 4Ar + l hat und die 
geraden Quadrate durch 4 aufgehn, so mufs die Zahl ini ersten Falle die 
Form 4Ar-f'l haben; jede ^ahl von der Form 4 Ar + 3 kann daher nur in 
drei ungerade Quadrate zerfallet werden. Wenn man ferner eine durch 3 
theiibare Zahl in drei Quadrate verfallet, so kann keines derselben durch 3 
aufgehn, wenn nicht jedes durch 3 theilbar ist Denn da eiu Quadrat durch 
3 dividirt entweder aufgeht, oder -f-1 zum Best läfst, so ist die Summe 
dreier Quadrate, je nachdem keines derselben, eines, zwei oder alle drei 
durch 3 theilbar sind, im ersten und letzten Falle durch 3 theilbar; im 
zweiten Falle läfst sie durch 3 dividirt den Best +3, im dritten den Best 
+ 1. Wenn man daher deu Fall ausschliefst, in vrelchem Jedes der drei Qua- 
drate durch 3 und also auch durch 9 theilbar ist, welcher nur eintreten 
kann, wenn die vorgelegte Zahl selber durch 9 theilbar ist, so kann eine 

durch 3 theiibare Zahl nur in drei Quadrate zerfället werden, von denen 

8* 
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keme$ dordi 3 theilbar fat Da nun ^e ZaU Ton der Forn 34A;+3 
Mwohl die Fonn 4A+3 hat 9 ab avch durch 3 theilbar ist, 00 kann sie 
dem eben Bewiesenen snfolge nur in drei nngerade Quadrate serfittlet wer» 
den^ von denen keines durch 3 aufgeht , wenn num Ar den Fall, dafs die 
Zahl durch 9 aufgeht, die ZerftUungen in solche drei Quadrate ausfMlilie(st| 
von denen jedes durch 3 theilbar ist. 

Wenn man nach den bekannten Begdn die Beibe 

in die Ste Potenz eriiebt, und den Coef&cienten tou j^ anfeuclit, wo |r ^ 
Form 24a-t-3 Imt, so giebt jede ZeriUlung von p in drei Quadrate, von 
denen keines durch 3 theilbar ist, entweder die SBahi ±6, wenn die drei 
Quadrate alle ungleich sind, oder die Zahl ±3, wenn awei der Quadrate 
gleich sind, oder die Zahl ±1, wenn die Quadrate alle drei einander gleich 
sind, als den der besonderen ZerfSUlung entsprechenden Theil des Total- 
coefScienten. Im ersten Fall ist das poiritive Zeichen su nehmen, wenn 
die Wursel nur eines Quadrates oder die Wunseln aller drd Quadrate die 
Form 12 ^±1 haben: dagegen das negative 2&eidien, wenn keine Wurxd 
oder wenn zwei die Form i2k±l haben. In den beiden andern Fillen, wo 
p9aaa + 2aW oder |rss3#ra, ist das pomtive oder negative Zeidien so 
wählen, je nachdem a entweder die Form i2k±i oder die Form 12 A± 5 hat« 
Es sei Cp der CoefBdent von jp'' in der Entwiddung des Cubus 
der vorgelegten Reibe, so da(s 

{2±«-}^ B {S (— ir jr<^^>' j^' = SCp«^, 

wo Pf wie WUT gesehen haben, nur die Form 24Ar + 3 haben kann. Nennt 
nun, wenn p irgend eine Zahl von der Form 24 Ar + 3 ist, 
A die Anaahl aller ZerfiUlungen von p in drei ungleiche, dardi 3 aidit 
theilbare Quadrate, wddte entweder sammtUdi Wuraeln von einer der 
beiden Formen 12A+1» 12A— 1 haben, oder von denen dnes eine 
Wursd von dner der beiden Formen 12A+1, 12A— -1, die beidea 
andern dagegen Wurxdn von dner der beiden Formen 12ib-f-5, 
12Jb— 5 haben; 
A' £e Anzahl aller Zerfallungen von p in drd ungldche, durch 3 nicht 
theilbare Quadrate, wdche entweder sammtlidi Wurzeln von einer der 
beiden Formen 12^ + 5, 12A: — 5 haben, oder von denen dnes eine 
Wuizd von dner der beiden Formen 12Jb-t-5» 12*~5, die beiden 
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andern dagegen Wnneln von einer der bdden Formen 12ilr-|-l9 
12*— 1 haben} 
B die Ansaht aller ZerfiUnngen von p in dieFomi aa+^o^o', In wel* 
eher m nnd ^ dnreh 3 nicht an%ehn nnd von euiander veradileden 
alndy nnd a eine der beiden Femen 12A-f*l9 12 A — 1 hat; 
B^ die Anzahl aller Zerftllnngen von p In die Form a4i-f-2aV, In wel- 
cher a nnd af durch 3 nicht theilbar nnd von einander verschieden 
sind, nnd a eine der Formen V2k'{-5y i2k+S hat; 
ao Ist snfolge der frfther gemadilen Bemerkungen , wenn p nUM daa 
DreifiMdie eines dunk p nicht theilbaren Quadrates Isl^ 

Wenn p das Dreifache eines durch 3 ni<dit theilbaien Quadrates is^ 
so kommt au dem Ausdrucke rechts noch +1 oder — 1 hinzu,, je nachdem 
die Wurzel dieses Quadrates eine der Formen 124^+1, 12 k — 1, oder eine 
der Formen i2k+b^ 12A~5 hat Aber die Gleichung (10), . 

{S±«^} « 2(— 1) * *«***, 
in welcher b jede positive ungerade 2Sahl bedeutet, zeigt, dafs, wenn p 
nicht das Dreifiiche eines ungeraden Quadrates ist, der Term x^ in der Entr 
ifncklung des Cubus der vorgelegten BeSie gar nicht vorkommt, oder daCsr 
CpSsO ist. Wir erhalten hieraus, wenn p mcht doi Drmfache mnes trn- 
geraden Quadratee ist^ die Formel 

II. rj2A^B » 2A' + B','' 
welche eine merkwürdige Eigenschaft der Zahlen von der Form 24a + ^ 
in Bezug auf ihre Zerfallung in drei Quadrate ausdruckt. Diese Formel ent- 
halt nämlich folgendes 

Theorem I. 

Man zerfidle ein Zahl p von der Form 24a+3, welche nicht das 
Dreifoche eines Quadrats ist, auf alle mögliche Arten in drei Quadrate von 
der Form (6m±l)^, und zahle diese ZerCällungen auf die Art, dafisi man 
Immer die Fille, In welchen alle drei Quadrate von einander verschieden 
sind, doppelt rechnet: so wird man filr die Zerfailungen, In denen eine 
oder drei der Gröisen m gerade sind, eben dieselbe Zahl wie filr die Zer- 
fiUlungen erhalten, In denen eine oder drei der Gröisen m ungerade sind. 

Einige Beispiele, welche £esen Satz erläutern können, giebt die 
folgende Tabelle, in welcher A^ A% Bj B* die oben angegebene Bedeu-- 
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tvtig haben and daher immer 

Bern mufs. 

pss 51= 1 + 2.25= 49+2.1, AssA's^O, B^^B'z^i. 

p=z 99= l+2.49sr 49+2.25, AszA'=aOj BzsB'^U 

l>=r 123 = 121 + 2. 1= 25 + 2.49, ^ = ^' = 0, ll = J?'»l. 

I»ss 171 = 169 + 2. 1 = 121+2.25, 4 = 0, J'=l, B»2, fl' = 0. 
s 1+49 + 121. 

;»s 195 = 1 + 25 + 169 = 25+49+1211 At=A'=st, BnsB'z=o. 
^5=219 = 169 + 2.25 = 121+2.49) 4ssO, 4's=l, Bsl, A' = 0. 
SS 1+49+169 

n. 8. w. n. 8. w. 
Wir wollen jetzt den Fall betrachten, wenn p das Dreifache eine« 
Quadrates 66 ist, för welchen die Gleichung (10) den Werth von Cp ergiebt, 

c; = (—1)^'*. 

Andererseits hat man, wenn b nicht durch 3 theilbar ist, 

Cp = 6(4—4') + 3(JB— »') ± 1, 

wo das obere oder das untere Zeichen xn nehmen ist, je nachdem i die Form 

12ifc±l oder die Form 12A±5 hat. Wenn 6 durch 3 theilbar ist, bleibt 

die frühere Formel 

Cp = 6(4— 40 + 3 (B— Ä') 

unverändert. Denn die zu dem Werthe des Coefficienten hinzukommende 

Gröfse ±1 wurde aus den Guben der einzelnen Termen der Reihe 

S± «'*"+'>• 
erhalten. Da aber die Guben dieser einzelnen Termen ±a^^'^+^i* oder 
^^(6m-i)* s{g(]^ gQ ^jfj jer Term x'' ans dem Gubus eines Terms der 
vorgelegten Reibe nur dann erhalten, wenn p das Dreifache eines nicht 
durch 3 theilbaren Quadrates ist. Wenn man die beiden für Cp ange- 
gebenen Ausdräcke mit einander vergleicht, so erhält man, wran p das 
Dreifiiche eines ungeraden Quadrates ist, die Formd 

12. 2(4—40 + B— Ä' = (— 1)^\^, 
in welcher e eine der Gröisen 0, +1, —1 bedeutet, und zwar diejenige 
dieser Grdfsen, fär welche ^^ eine ganze Zahl wird. Man kann daher 
das Theorem I. durch folgendes Theorem ergänzen. 



2. C G. /• JacoH, Beums Hnwr mfHtwärdigem anatyHschem Pormtt eie. 23 



Theorem IL 

Wenn p das Dreifache eines nngeradeii Quadrates pss3bh ist, so 
sind die beiden Ziahlen, welche im Theorem L einander gleich waren, die« 
ses nicht mehr, sondern die erste ist gröCser als die zweite, wenn b von 
der Form 4A:+1 ist, und hinwiederum ist die zweite grölser als die erste, 
wenn b von der Form 4^4-3 ist; der UeberschuCs der einen aber die 
andere aber ist Ibj wenn b durch 3 aufgeht, oder wenn b nicht durch 3 
aufgeht, die dem ^b nächst gleiche ganze ZahL 

Zur Erläuterung dieses Theorems durch Beispiele kann die folgende 
Tabelle dienen, in welcher die Zahlend, A% Bf B' der Formel (12) ge- 
afigen mflssen« 





h 


3 


jt 


A' 


B 


B' 


3 = 3.1 


1 





~ 






"o" 


27 = 25 + 2.1 


3 


1 











1 


75 = 3.25 = 1+25+49 


5 


2 


1 











147« 3.49 fe 1 + 25 + 121 


7 


2 





1 








243 = 1+2.121 =5 25+49 + 169 


9 


3 


1 





1 






3« 



u* s. w* u. s. w« 

Ich will aber die ZerfaUungen von p in die Form aa + 2i^a\ in 
welcher a nicht durch 3 theilbar ist, noch folgende Bemerkungen hinzufugen. 

Es sei 3* die höchste Potenz von 3, durch welche p Iheilbar ist, 
so dafs -|r eine ganze^ durch 3 nicht ibeilbare Zahl ist, welche ich mit 

bezeichnen will Es sei 

p' SS aa+2a^a', 

so wird eine der beiden ganzen Zahlen a oder a' durch 3 aufgehn; denn 
wenn weder a noch a^ durch 3 aufgingen, wurde sowohl aa als aV durch 
3 dividirt den Rest +1 lassen und daher p* s aa-f 2aV durch 3 theil^ 
bar sein; was gegen die Voraussetzung ist. Es sei 

wo ß und ß^ wieder ganze Zahlen bedeuten, deren Werthe man leicht 
aus der bekannten Formel für die Potenz eines Binomiums erhält, nämlich 



ti «^ ce.J^ !•••»<. 



ft^ 



w 



I— a.—j— + 3r i.2.i.4 



-4) 



•"— J 






(I— /"-»y -i ß-^/^. 



s* -i ßß 4- 3a'^^ 

«'«•«'0 + aß'» »* 




*+»'/^ 



'2, 
2. 



•ß + 2«'3', 




Wi 










2) 



v/-- 

l*^- 



2; 





9'C««-h2«'<0 



3*^ 












%«'>3^i9' 
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gleich NaH inU Nun ist aber weder ß noch ß^ gleich Null; es kann fer-» 
ner nicht as=0 Min, weil sonst p ss2a^a' eine gerade 2iahl wäre; es 
ist aber die Zahl p' ungerade, weil sie mit 3' multiplicirt die ungerade Zahl p^ 
ergiebt. Die beiden Zerfallungen können daher nur, wenn af verschwin- 
det, übereinkommen ; was zu beweisen war. 

Dafs keine der beiden Zahlen ß und ß^ verschwindef, folgt unter 
andern auch daraus, dafis keine von beiden durcli 3 aufgehn kann« Es sei 

also 

Wenn f und f* und eben so g und g' durch 3 dividirt denselben Rest las- 
sen, so lassen die Zahlen f^g^, fgf^ fg denselben Rest wie fg^ und es 
lassen daher beide Zahlen h und hf durch 3 dividirt denselben Rest als 
— fg. Denn die Zahl h läfst denselben Rest wie fg — ^fg^sz-^fg^ und 
die Zahl k' läfet denselben Rest wie fg-k-fg^^ifg^^fg^-fg und also 
auch denselben Rest wie — fg* Es folgt hieraus, dafs wenn 

(r+ri^-2)(ir+yir-2) = 4 + AV-2, 

und f und f*i so wie g und g' durch 3 dividirt denselben Rest lassen, und 
keine dieser Zahlen durch 3 theilbar ist, auch die beiden Zahlen k und k' 
durch 3 dividirt denselben Rest lassen, und durch 3 nicht theilbar sind. 
Denn da die Zahlen k und k' durch 3 dividirt denselben Rest wie — fg 
lassen, so können sie nur durch 3 (heilbar sein, wenn es eine der beiden 
Zahlen f und g ist ; was der Voraussetzung zuwider ist. Wenn man zu 
den beiden Factoren nach und nach mehrere von derselben Form und den* 
selben Eigenschaften hinzufügt, und jedesmal den eben gefundenen Satz 
anwendet, so erhält man den allgemeinern Satz^ dafis, wenn i Factoren 

/;+riV~2, /-,+/iv~2, .... /;+/iV— 2 

gegeben sind, in deren jedem f^f*V^ — 2 die beiden GröCsen /" und /"' ganze 
Zahlen bedeuten, welche durch 3 nicht theilbar sind, aber durch 3 dividirt 
denselben Rest lassen, das Product sammtlicher Factoren^ dem man wieder 
die Form 

geben kann, in welcher F und F' ganze Zahlen bedeuten, wieder dieselbe 
Eigenschaft hat, dafs weder F noch F' durch 3 aufgeht^ beide aber durch 

Cr«U^f JoorMl d. M. Bd. XXl/Hft. 1. 4 
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•HCrt imcfca Beit baKm. b Mgt 






■n^iVB oBH^icr gmcH^ ^p ''^P " och 

fmif imtk 3 «vifirt beide +1 •da> bcüe —1 
■M «e ^ PMen dn AHdraefca /'•l-/' ^— 2 iaAeri 

, Ce Zidka F wmi F' Mde dwcAea Bcit bana wie —{r-ff- 
ht iaktr Ce Paten ciee gerade, ab» • ebe gerade ZaU, •• wcrdea F 
F darah 3 dmdbt bver des Beii —1 bnca: M dagcgea • 
,•• wird F deaaelbea Beet + 1 oder — 1 bMCa wie /: Ib 
PaBe, b wdcfcew 

, abe/-s/*si, wertes daher Md 0' dordi 3 dmdirt beide des 
+ 1 oder beide dea Bnt — 1 bao ea, je aacbde« ■ oagcrade oder 
gciadt mt, aad ea kaaa aieaub eiae dies« Zablea dardi 3 aB%ehB, »oA 
wengtt abo ▼erackwiaden. Man kana diese EiganehaAea 4er Zabiea ß 
aad ß' aaeh am» ihrea obeo aogegebeaeo, ans dea b uu a uatb ea Lebaals 
abgebüctea Werfben folgern. In diesea Werthea fiadea sieb aiaiicb 4b 
Bboaial-Coefißeientea von • aiit den Potenien von — 2 ■ah^liciii; be> 
trtcbW aaa aar die Beste, welche diese Werthe darch 3 dividiit \mimm, 
m fcaaa ana + 1 statt — 2 setsen, wonun folgt, dab ß aad ß' dareh 3 

Cridirt *eaelbeo Beste bssen wie die Zdilen 

. , id-i) . «•(»— t)(»-2)(i— 3) , . 

* + -r2-+ — rm — +'*^ 

.,i(i -IKi-?) . i(i-t)ii -2)(t-3)(»- ♦) . 

* + rXS + r2.3.4.4 "^ ***^ 

IKeae Ziahirn sind aber gleidi den beiden AaadrAdcen 

m dab ß and ^ doreh 3 dividirt denselbea Best wie 2^\ oder, waa 
mtf wb i^ff^ bssea; waa aüt deai Torhiu GeTuadenen iber- 



Db beiden ZerfiUImigen von p^ welche wir ans einer ZeHSUbn^ 
▼OB ir' b db Fona aa4-3a'a' abgebitet haben, nemlich 



2. f* Ct, J. Jucotm, Ihtpih iiner merkwürdigHi anafyiischen Formel 0U* 87 

gehören zu dea Zerfallungeo, welche hier betrachtet werden, indem Iceine 
der Zahlen o» a\ by b' durch 3 aufgeht Dieses erhellt sogleicb aus den 
oben für dieite Zahlen gegebenen Wertheu 

aa=aß~2a'ß', b^aß + 2a'ß\ 
a' = (t'Q + aß', i' = a'ß — aß', 

In welchen a und a' swei Zahlen bedeuten, von denen die eine durch 3 
theilbar ist, die andre aber nicht, ß und ß' dagegen a^wei Zahlen von de- 
nen keine durch 3 theilbar ist. Mau kann aber aus der Form derWerthe 
von a und b noch folgende Schlösse aüehn. 

Da a und b ungerade sind, wie aus der Gleichung 

p ^ aa-^- 2a' a' «s »» + 2b'V 
erhellt, in der p eine ungerade Zahl von der Form 24 A + 3 bedeutet, und a 
und b nicht durch 3 aufgehn, so sind sie in den vier Formen 12A±1, \7k±b 
enlhahen« Es wird daher auch ihr Product ab eine dieser vier Formen haben 
und zwar eine der beiden Formen 17k±\^ wenn a und b beide in den 
Formen 12A±1 oder beide in den Formen \2k±h enthalten sind: dagegen 
wird ab die Form X2k±b haben^ wenn die eine der beiden Zahlen ä und b 
in den Formen 12A±1, die andre in den Formen I2k±b enthalten ist 
Aus den fär a und b angegebeneu Werthen 

flÄaß~2a'ß', » = aß + 2a'ß' 
folgt aber 

ab « a«ß' — 4a'»ß'V 

Geht a/ durch 3 auf, so ist a ß eine ungerade, durch 3 nicht theilbare Zahl, 
denn a und ß sind immer ungerade, wie aus den Gleichungen 

3' « ßß + 2ß'ß', y « aa + 2a'a' 

eriiellet, und wenn a' durch 3 theilbar is^ so ist a durch 3 nicht theilbar; 
die Zahlen ß und ß^ sind aber niemals durch 3 Aeilbar. Es folgt hieraus, 
dafs a^ß', sowohl durch 4 als durch 3 dividirt, den Best +1 Iftfst, also die 
Form 12k^\ hat Die Zahl 4a'^ß'' ist femer, wenn a! durch 3 theilbar 
ist, durch 12 theilbar. Es wird daher, wenn a' diiieh 3 theilbar istü 

die Zahl 

ab = a'ß' — 4a''ß'» 

dieForm 12A-f 1 haben. Wenn a durch 3 theilbar ist, apiat a' und daher 
auch a'ß' durch 3 nicht theilbar; es hat daher a"^^ dieForm 3A-f 1 und 
4a''ß'' die Form 12A + 4w Es hat ferner ß* die Form t2A:+l, weU ß', 
sowohl durch 4 ab durch 3 dividirt, den Rest +1 Ulst, « ist eine durch 

4* 
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3 fip»Mif M Beia i e 2EmU ud hat aln eine der beiden Fofwea 13il+3, 
l2l:+9: nh QwdMt o* kit diher iwMr die Fem 12A + 9; nd da (T 
«ereail2l:+l Wt, aowird aocli a'ß' die Fem 12lr+9 kibea. Wenft 
s dardi 3 fhrifcar ist, m hat 4a''ß'' die Foni 13lr+4, feraer a'ß^ 
Fem 13ir+9, od daher 

ah = o'ß*— 4a''ß'* 
rerail2lr+5. Es wMdahera»dieForm 12A+1 oderdieFoffml2* + 5 

je ■achdcBi a' oder a dorch 3 aufgeht Läfst äuui die Zeiehea voo 

i, welche danA dif Zerfalloug von jr in die Foraiea aa + Sa'o'«» 
H'\^2k'k' aicht beatiauat werden, willkärlich, ao wird maa doch inuaer 
aagea koasen, dafii ak eine der Formen 12Ar±l oder eine der Fonaen 
i2k±o hat, je nachdem a' oder a durch 3 anfgehL Theilt man daher die 
Zerfallnages von /r ia die Form aa + 2a'a\ in welcher a nad af aicfai 
durch 3 aufgehn, in zwei Chasen, Ton denen die erste die Zerfallnngen 
nmfiibt, in denen m eine der beiden Formen 12A±1 hat, mid die zweite 
die Zerfidbingen, in denen a eine der beiden Formen 12Ar±5 hat, so wer* 
den die baidea Zerfidlangen von /r, welche man auf die angegebene Art 
aaa dner Zerfallnng von p' in die Form aa+^aV ableitet, m derselben 
oder u verschiedenen Classen gehören , je nachdem a' oder a dareh 3 
theObar ist. 

Wenn p', welches jede ungerade, durch 3 nicht tbeilbara Zahl he* 
deuten kaan, auf aiehrere Arten in die Form aa + ^a'a' zerfallt werden 
kann, ao wvd doch in allea diesen Zerfiülongen a\ oder in alten a durch 
3 theabar sein. Im ersten Falle hat nämlich p' die Form ff+ 18 f ff 
im zweiten Falle die Form 9ffff -|- ^Jf'^^ ^^ ^^ P' ^^^ ^1*^ *<>^ T >uid 
ff durch 3 nicht theflbar sind, alao /}r und 2g' fj^ durch 3 dividirt die Beste 
+1 und +2 lassen, so können die erste Form nur die Zahlen p^ von der 
Form 3A:+1, die zweite Form nur die Zahlen p^ von der Form 3Ar-f-2 
haben. Je nachdem also p' die Form 3A: + 1 oder 3Ar + ^ 1^9 werdea 
die beiden Zerfallungen von p =s i'p\ welche wir aus einer Zerfidlang vob 
pf abgeleitet haben, zu derselben oder zu verachiedeiien Classen gehören. 

Es bleibt noch zu zeigeu übrig, dafs jede Zerfalluug von p in die 
Form aa^2afaf^ in welcher a nicht durch 3 theilbar ist, wirkUch ans 
einer Zerfallnng von p* durch die angegebenen Formeln abgeleitet werden 
kann. Man kann dieses so beweisen. Da p durch 3' (heilbar und 
a*ß^ — ♦o^ß'^ B «'(ß' + 2ß'*) — 2ß'V + 20 = 3'iia — 2/rß'ß' 
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ist) sa mvSb auch die Zahl 

durch 3' theSbar sein. Von den beiden Factoreo aß+2a'li' and aß—Qa^ß^ 
kann aber nur der eine durch 3 thellbar sein ; denn wären sie beide durch 
3 theilbart so wäre auch ihre Summe 2 aß durch 3 tlieilbar; was unmög- 
lich ist, weil weder a noch ß durch 3 theilbar sind. Weil nun das Product 
der beiden Factoren durch 3' theilbar ist, der eine Factor aber durch 3 
nicht theilbar ist , so mufs der andere Factor allein durch 3' theilbar sein. 
Es sei aß4-2a'ß' dieser Factor, was man immer annehmen kann, da über 
das Zeichen von af nichts bestimmt worden ist, vielmehr dieses Zeichen, 
wenn man a unverändert UUTst, durch diese Bedingung exti bestimmt wird; 
Multiplicirt mau diesen Factor mit ß' und setzt för 2ß^ß' seinen Werth 
3^ — ßßy 80 erhält man 

ß'(aß + 2«'ß0 = -ß(fl'0-flßO + 3V, 
und aus dieser Gleichuug folgt, weil aß-)-2a'ß' durch 3' theilbar, aber ß 
durch 3 nicht theilbar ist, dafs auch a'ß — aß' durch 3 theilbar ist Es sei 

32 = a, j^ SS a, 

so wird 

und dem eben Bewiesenen zufolge sind dieGröfsen a und a' ganze Zahlen. 
Aendert man das Zeichen der Wurzelgröise , und multiplicirt die dadurch 
entstehende neue Gleichung mit der vorstehenden, so erhält man 

gs as^=p saa-f-^aa; 

welches die verlangte ZerfäDung von p^ ist Von dieser Zerföllung aus ge- 
langt man wieder zu der gegebenen Zerfallung von p^=zaa'\'2a'af durch 

die Gleichung 

(a+aV— 2)(3 + ßV~2) = a + nV— 2- 

Man sieht also, dafs man jede Zerfatlung von p in die Form aa-^^^afafj 
in welcher a nicht durch 3 theilbar ist, immer aus einer Zerfällutig von 

-^pisip' auf die oben angegebene Art ableiten kann. Man wird also 

aUe Zerfällungen von p, welche die verlangte Form haben, aus den Zer- 
fallungen von p* erhalten. 

Wir haben gesehn, dafs man aus jeder Zerfällung von p^ zwei Zer- 
fällungen von p erhält^ weldie zu derselben oder zu verschiedenen Classen 
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3JW « (6ai+iy + (6«'+l)* + (eai^+iy 

kaaa, aad swar aaf ■ u h mt Artea, a» daSit bmhk de« ITaB *st 
alleia die Zarima^ la drai gleiob« Qw^nM h«t. 
TaMtaheadea Gksidaa« folgt 

3JW -> (6ai +1)» + 2(3ai'+3ai"+l)» + tS(^'^m"f^ 
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und daher 

NN = {2(m+m'+j8i'0 + *r + 2(2«i— »'—m'O^-feCm^— iw'O'. 

Bine ihnliche Formel wurde aus jeder Zerfailnog von /?ss24Ar4*3 io die 
Form 

iär ^pss8k'\'l gefuudea werden. Ks sei 

80 liat man 
und daher 

Da man immer yoransse(sen kann , dafa die Zahlen m, mV iti^' nicht alle 
drei einander gleich sind^ so wird man auch immer in der: Torstehenden 
Gleichung annehmen können, dafis n^ und n'^ nicht alle beide rerschwinden. 
Bs wird abo immer JV>>ft sein. 

Von der Summe und Differens zweier ungeraden Zahlen i9t die 
eine immer durch 4 theilbar, während die andre durch 4 dividirt den Rest 
2 lalst Ich will annehmen, dafs JV — n durch 4 theilbar sei: wäreAT-f-n 
durch 4 theilbar, so hatte mau im Folgenden nur — n statt n zu setzen. 

Man betrachte jetzt den besondern Fall, wo JV eine Prim^ 
zahl ist, in welchem —5— und — y- und daher auch die Zahlen — ^ — 

und —P^ keinen gemeinschaftlichen Factor haben. Da beide Zahlen 9bq 

einander Primzahlen und Theiler einer Zahl von der Form n^n' -^^n^'n'^ 
atnd, so hat, nach sonst beluuinten Sätzen der Arithmetik, jede dieser Zah- 
len ^" und — ?^ dieselbe Form. Man kann daher setzen 

— ^ = aa+3y7, 

woraus fiir jede Primzahl N die Gleichung, 

N« aa + 2ßß + 377 + 6W 
folft« in welcher a, 0« v« ^ canze Zahlen sind. Zofolce der bekannten 
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3. 

Von demKrümmungs-Schwerpuncte ebener Curvea 

(Von Hro. Prof. Steiner 1« Berlin.) 
(Auszug ftos einer am 5. April 1838 in der lilesigcn Akad. d. Wisiteiifefa. gehaltenen Vorlenmg.) 



JDQi UntersncbuDgen über Maximum Dod Minimum in RflcluiiGht geometri« 
scher Gegenstände wurde ich auf nachstellende Aufgaben geföhrt : 

a. „ Wenn aus einem beliebigen Puncte P in der Ebene einer 
gegebenen und stetig convexen Curve 9$ auf alle Tangenten der letzterem 
Perpendikel gefallet werden, so liegen die Fufspuncte in irgend mner 
Curve Vf derjenigen Punct S zu finden, dessen Fufspuneten» Curve v 
den kleinsten Inhalt hat?^* 

b. ^ Wenn die gegebene Curve Q$ in ihrer Ebene auf einer festen 
Geraden G so lange rollt, bis sie sich ganz umgedreht hat, so beschreibt 

Jeder fnit ihr verbundene Punct P irgend eine Curve W; det^emgen 
Punct S anzugeben, welcher die Curve w votn kleinsten Inhalte £e» 
schreibt?'' Und 

c. „Die analoge Frage y wenn die Curve ^ auf einer festen 
Curve U so lange rollt, bis ihr ganzer Umfang die letztere berührt hatJ* 

Es zeigte sich, datjs den beiden ersteren Aufgaben ein und derselbe 
bestimmte Punct iS> genagt, und dafs überhaupt das Gesetz Statt findet: 
dafs für irgend einen Punct P die Curve W allemal gerade doppelt so 
grofsen Inhalt hat, als die Curve VJ" Jener ausgezeiclinete Punct /9 aber, 
welcher die Curveu (v und w) vom kleinsten Inhalte erxeugt, hat in Be- 
zug auf die gegebene Curve % die merkwürdige 'Eigenschaft : „ dafs er 
ihr Schwerpunct ist, wenn die Gewichte ihrer einzelnen Puncte (die sie 
in unendlich kleine gleiche Elemente theilen) sich verhalten, wie die re^ 
spectiven Krümmungen, oder wie die umgekehrten Werthe der zugehörig 
gen Krümmungsradien!' Deshalb ist der Punct 1$ „KrümtnungS'^ Schwer- 
punct*" der Curve i8 genannt worden. Yoo ihm und von dem Inhalte der 
ihm entsprechenden Curve v oder w hangt der Inhalt der jedem anderen 
Puncte P entsprechenden Curve V oder W ab, und zwar nach dem Ge- 
setz : „ dafs Puncten, welche gleich weit von S entfernt sind, Curven von 

CrcUe*t Jonroal d. M. Bd. XXI. HA. 1. 5 
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gldckem Inhalte enisprecken; und ia(k Se ImhaiJU^Zmmmkme ian Qmm^ 
drale jener Entfernung fropwrüanai uC 

Bei der drilieo Aufgabe (7) ist xwar derjenige Puct @« wdcher 
die Corre u> Tom kleinsteo Inhalte beschreibt, \m AligeBeioen Toa dem 
vorigen (S) verschieden^ indessen hängt er doch wesentlich von 
ab, und seine Eigenschaft ist der des letztern gans analog. 

Ist die gegebene Curve 93 nicht geschlossen, oder wird nur 
liebiger Bogen AB derselben berlcksichtiget, so dafs nar auf die Tan- 
genten dieses Segens Perpendikel gefallet werden, oder nnr dieser Bogen 
anf der Basief rollt: so giebt es gleichwohl einen bestfanmteu Pnnet TL, 
welchem die kleinste Figur 9 oder w entspricht, nnd derselbe hängt we- 
sentlich von dem, dem Bogen AB entsprechenden Puncto 5 oder @ ab (ao- 
Iserdem noch von der Sehne AB und bestinuaten Winkdn). Auch ist daua 
eben so der Inhalt der jedem anderen Puncto P entsprechenden Figur V 
oder W von dem Abstände des Punctes P von II abhängig, niadich die 
Inhalts* Zunahme V — v oder W — w^ ist allemal gleich dem Quadrate die- 
ses Abstandes multiplicirt in einen constanten CoefBctenten. Dadurdi wird 
die Quadratur aller solchen Curven V oder W auf die von v oder w zu-' 
ruckgefiihrt. Wiewohl man sich vielfach mit dergleichen Curven beschäf- 
tigt hat, so findet doch, meines Winsens, dieses einfache Gesetz sich nir- 
gends aufgestellt. Trotz dem ist der Beweis desselben^ so wie der zuvor 
angedeuteten Salze, keiiiesweges schwierig; sondern es kam vielmehr nur 
auf das AufBoden der Sätze selbst an ^}. Jetzt werden sie sich auf ver- 
schiedene Arten leicht beweisen lassen. Hier geschieht es auf geomeüri* 
achem Wege, durch l^lols elementare Betrachtungen, und zwar ohne Vor- 
aussetzung der erforderlichen, anderweitig bekannten Hölfssätze. Nämlich 
die Betrachtung nimmt, der Hauptsache nach, folgenden Gang. 

Zuerst werden aus einem einfachen Fundamentalsatze die wesentlich- 
sten Eigenschaften des Puncto der mittleren Entfernung oder des Schwer- 
puncti eines Systems gegebener Puncto entwickelt Sodann wendet sich 
die Betrachtung zu den Fufspuncten - Vielecken V in Bezug auf ein ge- 
gebenes Vieleck QS, wobei die wichtigsten Resultate auf jene Eigenschaften 



*) Die obig^en Aufgaben habe ich bereits in Bd. XIV. S. 88 d. Journ. zur I^sung 
vorgelegt und dabei zugleich einige der eben erwähnten Resultate angedeutet; aiu 
blieben aber, wie es scheint, unbeantwortet 
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des Schwerpunctes sieb stützen. Diese Resultate gelten zugleich auch für 
die FafepuDcten-Curven V io Bezug auf eine gegebene Curve 9); was 
unmittelbar folgt, wenn man jenes Vieleck 93 in eine Curve übergehen 
läfst, d. h. wenn man die Zahl der Seiten unendh'cb grofs und jede Seite 
unendlich klein werden lafst. Nun wird weiter das Vieleck 93 auf einer 
festen Geraden rollend fortbewegt und dabei die von den mit ihm verbun-^ 
denen Puncten beschriebenen Figuren fV berücksichtiget: so zeigt sicli, 
dafs auch hierbei die Hauptresultate sich gleicherweise auf die Eigenschaft 
des Schwerpuncts gründen, und dafs dieselben bestehen bleiben, wenn das 
rollende Vieleck in eine Curve 93 übergebt. Endlich läfst man das Viel- 
eck 93 auf einem festen Vielecke U rollen, wobei sich wiederum analoge 
Resultate ergeben, die auch fortbestehen, wenn die Vielecke in Curven 
93 und U übergehen ^3. In diesem letzten Falle gelangt man zu den all- 
gemeinsten Resultaten ($. XXXIV.) ; sie umfassen gewissermafsen alle 
vorhergehenden und gestatten aufserdem nodi zahlreiche andere specielle 
Folgerungen ($. XXXV.)*^; auch folgt daraus unmittelbar die Quadratur 
vieler Curven, wie z. B. der verschiedenen Arten Cykloiden^ des Raumes 
zwischen parallelen Curven, u. s. w. 

Beiläufig bemerke ich noch, dafs der gegen waritgen Untersuchung 
eine andere zur Seite steht, welche sich mit den folgenden Aufgaben, und 
Dem, was unmittelbar damit zusammenhängt, beschäftigt, nämlich: 

ou In der Ebene einer gegebenen Curve 93 denjenigen Punct 31 
zu bestimmen, dessen Fufspuncten- Curve v, in Rucksicht auf jene, unter 
allen die kürzeste ist? 

ß. Wenn in der Ebene eine gegebene Curve 93 auf einer festen 
Geraden G rollt, denjenigen, mit ihr verbundenen Punct M anzugeben, 
welcher die kürzeste Curve w beschreibt? Und 

7. Dasselbe, wenn die Curve 9B anf einer festen Curve U rollt? 

Auch hier findet sich : dafs ein und derselbe Punct M den beiden 
ersteren Aufgaben zugleich genügt; oder noch mehr, es findet $ich das 
allgemeine Gesetz : „ dafs die irgend einem Puncte P entsprechende Fufs^ 



*) Zu diesem Gange der Betrachtung gaben die beiden specieHen Säüse von 
Querretf Siurm und Lhuilier den ersten Anlafs, welche in Bd. I. S. 51 dieses Journals 
sich angeführt finden ^ und welche zunächst den daselbst (so viie Bd. II. S.265.) be- 
wiesenen allgemeinen Satz zur Folge hatten, als dessen weitere Entwicklung die vor- 
liegende Abhandlung zum Theil anzusehen ist. 

5* 
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inmctm^Curve V (a) gerade ebem eo Um§ Ut, mb Se tnm ikm Mm 
BoUem (ß) beeekrieiene Curve Wr Dies fiihrt bot Vei|r|eiehoiig der 
Liage vieler , anwbeineiid sehr versdiiedeiier CwvenpMre ood gewilnt 
dadoreb einige iDteressaote Satee. 

Für alle drei Aufgaben lifirt sieh die duurakteriatiadie Eigenadiaft 
des Puoctes M auf geometrischeoi Wege angeben. 

Durch diese Untersncbnag gelangt nuui ancb nnanttelhar mr Bacti- 
fication einer bestunnten Reibe von Cunren. 



Vom Pancte der mittlem Entfernoiig. 

Fundamentalsatz. ^Ziekt man aas drei Mieitfen Pumpten A, 
J^, B (Fig. 1.) riner Geraden AB drei paralMe StraUen AC ^ a^ 
MNssm, BDs=ih in beÜMger RicUamg nach einer andern GeradenX^ 
so ist^ wenn man AM=ih^ and BM^ssai setzt: 

1. aai + bbi ss (ag + bOaC 

Denn zieht man die Gerade BC^ welche MN in E schnetdeC» so 
ist wegen der parallelen Strahlen: 

MEia = «itai + fti nnd NEib ss bgiag-^^bu 
worans, da ME+EN=zMN^m ist, jene Gleichung (1) folgt 

Hiebei ist noch zu bemerken : 

a} Der Satz findet Statt, mögen die Puncto A^ Mj B wd dersdben 
oder auf verschiedenen Seiten der Geraden X liegen. Nur sind im leta- 
tern Falle Strahlen, die auf yerschiedenen Seiten von X liegen, als enU 
gegengeselzt, die einen als positiv, die andern als negativ zu betrachten. 
Dieser Gegensatz kann entweder in der Gleichung (1) durdi die ZSeichett 
4- und — angezeigt, oder unmittelbar in der F^r berficksichtigt werden. 
Hier soll fortan dieses Letztere geschehn^ und also auch im Falle der 
(Fig.S.)) st^ der jenen Zeichen gemäfsen Gleichung M^ — aa^ s: («i+fti)ni, 
ebenfalls die obige Gleichung (1) geschrieben werden. 

b} Geht insbesondere die Gerade X durch den Punct if , so hat man : 

2. aai-^bbg ss Oi 
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Der Satz ist von dem Winkel imabbangigy welchen die StraUen 
^ mit der Geraden X bilden. Der JBinfiiclibeit wegen «oll daher 
Wipkel fortan ein rechter sein. Bei einigen spatem Salzen ist flbri- 
gens nnr dieser Fall allein zulässig; andere Satze hingegen würden einen 
beliebigen Winkel gestatten^ nnd dadnrdi etwas allgemeiner werden; was 
indessen unerheblich ist. 

f. IL 

Sind a und 3 zwei beliebige gleichartige GrAÜBien oder Zahlen^ 

und ist: 

3. a : ß SS ai:Ai^ 

so folgt aus jener Gleichung (I) t 

Werden daher die Puncto A und B als fest, und die Grölsen a 
und als ihnen zugeordnete gegebene positive Coefificienten betrachtet, so 
ergeben sich aus der Gleichung (4) nadifolgende Satze: 

a) Sind in einer Ebene zwei feste Puncto A und B nebst zuge- 
hörigen Coefficienten et und ß gegeben, und sind a und h die Abstände 
der beiden Puncto von einer beliebigen Geraden X^ so ist die Summe 
(aa-f ß^) ^^^ gleich demProducte (a^ß)m aus der Summe (a+ß) der 
Coefficienten in den Abstand m eines dritten bestimmten Pnnctes üf von 
jener Geraden X. Dieser dritte Punct M liegt in der Geraden,, die A 
und B verbindet, und tbeilt sie in Abschnitte, die sich umgekehrt verhalten 
wie die Ihren Endpuncten zugeordneten Coefficienten (3). 

ft) Soll die Summe (aa+ß^) 6iner Constanten K ^eich sein, 

so dals: 

5. aa + ßft S3 (a+ß)m s K^ 

so ist auch das Perpendikel m constant, so dafs der Ort seines Fufspuncts N 
eine Kreislinie ist, welche M zum Centrum und die Gerade X in allen 
ihren Lagen zur Tangente hat. 

c) Ist insbesondere £sO, also: 

«• a« + ß& SS 0^ 

so geht die Gerade X, weil msaO, in allen ihren Lagen durch den 
Punct M. 



s. ill. 

^.Sbi^ib «our Eieme irgend n heSMfePmmete A, B, C, D,.... 
mehi xmßeUinftm (jKmärenj Coeffeiemtem a, 3» 7« ^ •••- #gyi«ii «9 
^•0ftl et immer emem mUem hedimmtem Pmmet 8 nm ier Bmekmfiemkmt^ 

daft^tetm mmt jemem PmnetemiawoU ais mms ikm PerpemSkel m, i, e, i, # 

mfjede heBMge Gerade X gefällt werden, dmmjedemMd folgende GUi^ 
rhmg hetfUkt: 

Der Beweis dieses Satzes ergiebc sich leicbl dorek wiederholte Ab- 
wesdug des obigen Satze«: (%^\L a}, nämlich wie folgt : 

Es seien znoachst nor drei Poncie A, B, C gegeheo. In der Gera- 
den itl7 ODOslniire man den Pnnct Jf, für wdcben ^Uf :BJf s=3:a ist» so 
kann iu Böcksicht jeder Geraden X stets gesetzt werden : aa + 3^ = (a+3)n>* 



Knn sQcfae nuui in der Geraden MC den Pnnct AT, fiir welchen JCYrCV 
ss7:(«+i?/9 BO ist in Bficksidit jeder Geraden X.* 

(a+3)«» + ^7 = Ca + 3 + 7)»» 
8od nuthin 

aa + ßi + yc = (tt + 3+7)»; 

was onsersi Satze gemäfs ist, indem der Ponc( N and das ans ihm auf 
die Gerade X gefSülie Perpendikel n beziehlich die Stelle von iS und s 
▼ertreten. 

Ware nun noch ein vierfer Pnoet D gegeben, so soche mau in der 
Geraden AZI denPonct P, fiir welchen iV]P:ZIP s j;(a + 3-f 7X Dann 
hat aum für jede Gerade X: 

(tt+3 + 7)» + *'= (ct+0+7+*)l^ 
und folglich 

aa+ßb + yc + Sd z=^ (a + 3 + 7 + *>; 

was wiederum dem Satze gemafs ist, indem P und p die Stelle von i9 
nod s einoehflien« 

Es ist klar, dafs man ahnlicher^^eise zur Bestätigung des Satzee 
gdangt, wenn 5^ 6, .••• n Pnncte gegehen sind, und dafs durch dieses 
Verfahren nidit nur die Existenz des eigenthümlidien Pnnctes jS> erwiesen, 
sondern derselbe auch zugleich gefunden wird. 
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8. IV. 

Vermöge der eben bewiesenen Eigenschaft heifst der Panct S 
fyPunct der uiiMem Entfernung" in Rucksiebt auf die gegebenen Puncto 
A^ Bj C^ ...• und deren Coefificienten o^ ß^ y, . • . • Er ist^ wie man meht« 
identisch mit dem Mittelpuncte paralleler Kräfte, welche auf die gegebnen 
Puncte wirken und sich verhalten, wie deren respective Coefificienten ; oder 
identisch mit dem Schwerpuncte der gegebenen Puncte, wenn diese mit 
Gewichten belastet sind, die sich wie jene Coefificienten verhalten. Der 
Kän&e wegen mag daher der Punct S kuufiig Schtverpunct genannt wer- 
den, ohne dafs dabei an die statische Eigenschaft gedacht werden soll« 

Dafs die Bedingungen des vorstehenden Satzes (S- HIO ^ur von 
einem einzigen Puncte iS^ erföUt werden können, geht aus dem Beweise 
selbst klar hervor, kann aber auch, wie folgt, indirecte bewiesen werden. 
Angenommen nämlich, es gäbe noch einen zweiten Punct jS^ von gleicher 
Beschaffenheit, so müfste in Rucksicht jeder Geraden X: 

und uiithin « = ^i sein. Daher müfste die Gerade SS^ mit jeder beliebigen 
Geraden X parallel sein ; eine offenbare Unmöglichkeit Also : ,t Ein ge- 
gdfenes System von Puncten A, B, C, .... und zugeliörigen Coe/ficienien 
a, ß, 7> •••• ^ot nur einen einzigen Punct der mittlem Entfernung, 
oder nur einen einzigen Schwerpunct S" 

Daher gelangt man durch die obige Coustruction ($• Hl»), man mag 
nun die gegebenen Puncle in dieser oder jener beliebigen Reihenfolge com- 
bitiiren, stets zu demselben Puncto jS^. Hieraus ergiebt sich unmittelbar 
eine Reihe von Sätzen über die geradlinigen Vielecke (welche durch die 
jedesmaligen gegebenen Puncte bestimmt werden). Diese Sitze sollen an 
einem andern Orte ausfuhrlich entwickelt werden. 

8. V. 

Soll die Summe der Producte aus den Perpendikels in die re- 
spectiven CoefBcienten einen gegebenen oder coustanten Werth K haben: 
soll also 

8. aa + ß* + 7C + ^rf + .... = (a + ß + 7 + J....)* « K 
sein, so ist der Ort der Geraden X eine Kreislinie, die ^ zum Mittelpuncte 
bat^ Der Radius e dieses Kreises ändert sich zugleich mit der Summe ÜT, 
und wird im directeu Verhaltnifs mit ihr kleiner und gröfser. 
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Ist insbesondere iSTssO, also: 

9. aa + ß* + 7C + .... =5 (a+ß4*y •••0^ = 0> 

so ist auch ^ sss 0, d« k die Gerade JT geht ^^^ dareh den Scbwerpnnct 8} 
und umgekehrt, geht die Gerade X durch 8^ so ist jene Samme K stets =s 0. 
Ans diesem besondem Falle ergeben sich weiter nachstehende Fol« 
gemngen. 

«. VI. 

Zieht man ans dem Poncte jS Strahlen a^^ i| , «i , • . • . nach den 
Pnnctep A^ B, C, .«..^ und bea^idinet die Winkel, welche diese Strahlen 
mit einer durch i9 gehenden Geraden AT, nach einerlei Richtung genommen, 
bilden, mit a, b, c, •«.., so hat man: 

10. a s=s «isina; b ss ^isinb} c ss Cisinc et& 

und werden diese Werthe der Perpendikel a, A, c^ .... in die vorige Glei- 
chung (9.3 gesetzt, so erhält man folgende neue Gleichung: 

11. aai8ina'\' ßbimnb -{-yCiBiüc-jr •»•• ^=^ Oj 
welche, in Worten ausgedruckt, hei(st : 

„Der Sckwerpunct 8 eines Sjfstews von Puncten Aj B, C, •••• 
und zuffehörijfen Coeffimenten a^ ß> y, •••• hat die Etyensckafl, dafe^ 
wennmandie aus iJkm nach jenen Puncten gezogenen Strahlen Hiy^i^Ci,.... 
mt den 8inus der Winkel a, b, t, ...•, die sie tml irgend einer durch 8 
gehenden Geraden X hildefi, und mit den zugehörigen Coefficienten 
ce, ß, y, • • • • mulUpüdrt, — dafs dann die 8unnne aller dieser Producte 
beständig s ist."* 

Der Satz gilt auch, wenn statt der Sinus der Winkel a, b, c, .... 
die Cosinus derselben genommen werden ; was aus der Betrachtung zweier 
unter sich senkrechter Geraden X klar hervorgeht. Man hat also auch : 

12. aui cos a -|~ ßbi cos b + yc^ cosc + • • • • ^=^ 0. 
Dieser Satz hat bekanntlich auch eine statische Bedeutung. Wenn in den 
Richtungen von Hi, i^, C|, .... Krafie auf den Pouct i9 wirken, die den 
Producten aai, ßbg^ 7C1, ...• proportional sind, so herrscht Gleichgewicht 

«. VII. 

Zieht man ferner aus irgend einem Puncto P der durch j9 gehjeu- 
den Geraden X Strahlen a, i, c, .... nach den Puncten A, B, C, .... 
[die oben durch a, t, c, • • • • bezeichneten Perpendikel kommen hier nicht 
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in BetraehtJ, ra hat man, weon PStms gesetet vdrd: 

18» n? es oJ+V— 2ai^co«a, ** ■» »J + j*~2»i#cos6, 

e^ 83 e^ + '^— Sri^cosc etc. 
woratuB durch Moltiplication mit den respectiTen CoefficienteD o^ p^ ^ ••». 
und nachberige Addition entsteht: 

— 2^(aaiCoaa+|3ftiCO8l^+ycAeo8c + ««*0» 
«nd mithin zufolge der Gleichung (12.): 

oder in abkärzenden Zeichen geschrieben: 

16. S(aa*) Ä S(aa;) + **S(a). 
Das heilatt 

ik ^/»f tu dner Ebene eine beUeüge Anzahl von Puncten A, B, 
C, •••« und zugehörigen Coefjftcienten a, ß, y, •••• gfffeben, und man 
zieht aus mnem andern heluAigen Puncie P {oder Sj nach allen Jenen 
Pnnclen Strahlen a, i, e, •... (oder ax, hg, Cg, •••O9 multiplicirt die 
Quadrate dieser Strahlen mit den zugehörigen Coeffldenten, eo ist die 
Summe dieser Producte dann ein Minimum, wenn der gewählte Punct 
der Schwerpunet 8 der gegebenen Puncte ist, Ist der gewählte Punct 
aber irgend ein anderer P, so ist die ihm entsprechende Summe St&o^ 
um das (a -)-ß + 7 •••0/^^^ Quadrat seines Abstandes s vom Schwer^ 
puncte S gröfser, als jenes Minimum Sao^.'' 

b. j,Soll die genannte Summe der Producte 2a^^ constant, etwa 
SS 2 sein, so dafs 2aa^+^^2^~Si ^^ ^' ^^ ^^^ desPunctsP eine 
Kreislinie, welche allemal 8 zum Mittelpuncte und s zum Radius hat^ 
Und umgekehrt : „Puncten, welche gleichweit vom Sehwerpuncte 8 äb^ 
stehen, entepreehen gleiche Summen.'^ Und fömer : „ £e Summe S und 
der Radius s ändern sich gleichzeiäg, wul nehmen zugleich zu oder ab.'' 

Hienach hat der Punct fi^ die dritte wesentliche Eigenschaß : dafs 
er der Punct kldnster Quadrate der En^emungen ist in Rücksicht der 
gegebenen Puncto und Coefficienten '*^). 

*) Aus der dngen Gleichung (16) — welche auf gleiche Weise statt findet^ 
die gegebenen Puncte Ay B, Cy .... mögen in einer Ebene oder im Räume beliebig 
liegen — folgen leicht noch einige andere Relationen; wie z.B. die nachstehenden. 

Lalst maa den willkürlichen Punct P mit einem der gegebenen n Puncte jiy 
By Cy....y a.B. mH^ ausammenfallen, so ist a=:Oy b^szABy cssACy d:=iAD,,,.,y 
« = «1 ssASy und die obige Gleichung (16) wird für diesen Fall: 

L ß.(AB)^+y(Aq^ + d{AD)^ + .... ss 2?(«a;) + oJ. >(a). 
Cranell Joanud d. M. Bd. XXI. Hft. 1. 6 
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einfacben FondanieiitalsatsB gründet, ab die vorige {%. L). Die Sätze gehen 
dann in umgekehrter Ordnaug auseinander hervor, so dals man zuerst auf 
die eben ausgesprochenen Resultate {%. Yll.) gefuhrt wird und sofort aus 
diesen die ihnen im Obigen vorangehenden Satze ableiten kann« Ffir 
Freunde einfacher geometrischer Betrachtungen möchte eine kurze An- 
deutung dieser andern Entwicklungsart nicht uninteressant sein; deshalb 
Folgendes. 

%. DL 
Fundamentalsatz. „Zieht man aus der Spitze P eines he- 
liebißen Dreieckes APB (F%ff. 3.) nach irgend einem Puncte M der 
Grundlinie AB die Gerade PM = m, bezeichnet die Abschnitte AM und 
BM der Grundlinie beziehUch durch b^ und a^ und die Schenkel AP 
und BP durch a und b, so ist immer: 

17. a^a^ + *ift* =s (a^ + ijwi* + (ai + b^) a^ii. 

Denn zufolge einer trigonomeiriscben Grundgleicbung hat man, wenn 
(P den Winkel AMP bezeichnet: 

18. cos® = =^1±1'=J^ « mHh^j-j^ 



woraus leicht jene Gleichung (17) folgt Der Beweis kann fibr^ens auch 
geometrisch, durch den sogenannten verallgemeinerten pythagoraischen 
Lehrsatz, eben so einfach geführt werden. 

S* X. 

Setzt man 

19. ai : ^x SS a : ß, 

wo a und ß beliebige gleichartige GröCseu oder Zahlen sind, so lafirt sich 

dadurch die obige Gleichung (S. IX. 17) in folgende verwandeln ; 

«0. ad' + ßb^ = (a+ß)iw*+(a+|3)aA, 
woraus man unter andern nachstehende Sätze schliefst: 

o. „Sind in einer Ebene zwei feste Puncte A und B, nebst zu^ 
gehörigen Coeffidenten a^ ß gegeben, und werden die Quadrate ihrer 
Abstände a, b von einem beliebigen Puncte P mit den respecHven Coef^ 
fidenten multipRcirt: so ist die Summe derProducte aä^-^ßb^, stets um 
die Constante (a+|3}aiii fröfser, als das Product (a + 0)m% dessen 
einer Factor iie Summe (a + ß) der Coeffidenten und der andere das 
Quadrat des Abstandes m des Punctes P von dnem dritten, festen Puncte 
M ist. Dieeer dritte bestimmte Punct M Regt auf der Geraden, welche 
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Aus dem vorstebenden Satze ergeben sich ferner folgende Sätze : 

b. „Soll die Summe der Producte, aa'-f-|3^^+7<^ + «*«* conaUmt, 
etwa ss2 s^ so dafs 

«2. arf+/34' + yc»+.... = S = (a+/3+y + ....)*' + Ä; 
so ist der Ort des Punctes P eine Kreislinie, welche stets den festen 
Punct S zum Mittelpuncte und s zum Radius hat. Die Summe 2 und 
der Radius s des Kreises nehmen gleichzeitig zu, oder ab.** Daher 
folgt weiter. 

c. ,,Die Summe 2 wird ein Minimum, wenn # = 0^ d. h. wenn 
P auf den bestimmten Punct S fällt. Also entspricht unter allen Puncten 
der Ebene dem Puncte S die kleinste Summe, und zwar ist in diesem Falle : 

«3. S = (ia] + ßb] + yc] + .... es JT, 
UH} aij bi, Cij .... die Strahlen sind, welche S mit den gegebenen Puncten 
A, B, C, .... verbinden CS* VIJ, und wodurch die Constante K auf 
eine zweite Art bestimmt wird." 

s. xn. 

Wie man sieht sind wir auf diesem zweiten Wege zu denselben 
Sätzen gelangt, welche sich in {%. VII.) befinden. Die diesen letztern 
vorangehenden Sätze kann man nnn, wie schon (S. YlII.) erwähnt worden, 
umgekehrt aus den vorstehenden leicht erhalten. 

Ferner lassen sich aus der gegenwärtigen Betrachtung unmittelbar 
eine grofse Reihe von Sätzen fiber die geradlinigen Vielecke und den 
Kreis entwickeln, welche von den früher erwähnten ($• IV.) verschieden 
sind, ihnen jedoch zum Theil, als in gewissem Sinne entsprechend, an die 
Seite gesetzt werden können. Diese Sätze sind wegen ihrer Einfachheit 
und ihres innigen Zusammenhangs unter sich besonders geeignet, beim 
Unterrichte das Interesse der Scbfller zu erwecken und dieselben zur 
Selbstthätigkeit anzuregen; wovon mich frühere Brfahrangen überzeugt 
haben. Ich werde dieselben an geeignetem Orte abhandeln; hier liegen 
sie aulser unserm eigentlichen Zwecke. Aber auch ein groCser Theil der 
in dieser Abhandlung enthaltenen Sätze lassen sich ohne Schwierigkeit 
dem Schulpensnm einverleiben, und zwar um so leichter, wenn sie mit den 
hier übergangenen Sätzen, so wie mit denjenigen, welche, bei den nach- 
folgenden Betrachtungen als von unserm nächsten Zwecke abliegend^ uu-- 
berücksichtigt bleiben müssen, im Zusammenhange vorgetragen werden. 
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In Bezug aof die obigen Sätze {%. XL oder VII.) kann noch Fol- 



gendes bemerkt werden. 

Sind die Sommen der Producte (sa^+ßA' + y^^ + «*- fitr zwei ge- 
gebene Pnnete P und P| bekannt: sind sie z. B« 2 nnd 2i, so hat man 
vermöge (S* XL %%.)i 

2— S. = (a + ß + 7 + -.-0(^'~O. 
oder 



24, 9^^^^ 



2-1!, 



WO s und Si die SlraUen sind, welche die gegebenen Puncte JP und Pi 
mit dem Schwerpuncte iS verbinden. Diese Strahlen s und ^x werden 
durch die Gleichung (94) nicht bestimmt. Sieht man sie aber als verän« 
deriich an, als Strahlen, welche die Puncto P und Pi mit irgend einem 
Puncto aS\ verbinden, so ist, da der Ausdruck rechts (84) constant oder 
gegeben ist, der Ort des Punctes S^ eine leicht zu constmirende Gerade, 
welche auf der Geraden PP^ senkrecht steht und durch den Schwerpunct 
iS geht Kennt man daher noch von einem dritten gegebnen Puncto Pt 
(welcher jedoch nicht in der geraden PPi liegen darf) die ihm entspre* 
chende Summe Zt , so ist der Schwerpunct i9 bestimmt und leicht zu finden. 
N&mlich er muls dann in noch zwei Geraden liegen, welche mittebt der 
Gleichungen 

^—< = / ^fr^i — c önd s]—s\ = , A'r^ 5 

gefunden werden. Der gemeinsame Durchschnitt dieser beiden Geraden 
mit der ersten (t4) ist der verlangte Schwerpunct S. 

Femer mag noch erwihnt werden, da(s wenn statt der CoefScien- 
ten a,ß,y,,...., welche einem gegebenen Systeme von Puncten ^, i?, C>.... 
angehören, andere genommen werden, ai, ßi, 71, • • • ., die sieh unter 
einander so verhalten, wie jene ersten: dafs dann der Schwerpunct j9 
des Systems fiir beide Falle derselbe ist« Denn alsdann lassen sich die 
neuen CoefBcienten ai, /3|, 71, ..•• immer durch jra, xß^ xy^ .... aus- 
drücken, wo X irgend eine bestimmte Zalileiigrofse bezeichnet. 
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Von den Fofspimeten-Vieleeken und Fafspimcten-Carren. 

ji* Voo den Fafspvncten-VieleekeiL 

9. XIV. 

Erklärang. Fället man anfalle Seiten eines gegebenen Viel- 
ecks 93, ans einem in seiner Ebene liegenden Pnncfe P Perpendikel und 
verbindet deren Fnfspnnete der Reibe nach paarweise durch Gerade, so ent- 
steht ein neues Vieleck F, welches dem gegebenen eingeschrieben und mit 
demselben von gleicher Gattung ist. Dieses neue Vieleck F soll fortan 
ffFuftpuneten-' Vieleck des Punctes P m Bezug auf das gegebene Viel- 
eck 9$'' heifscn. 

Jedem Puncto P in der Ebene des gegebenen Vielecks 93 entepridit 
also ein bestimmtes Fulspuncten- Vieleck F, selbst in ^em Falle, wo der 
Punct P mit einer Ecke des gegebenen Vielecks 93 zusammen, oder in 
eine Seite desselben fällt Dabei kann unter besondern Umstanden das 
FuCspuncten-Vieleck in gewisse Grens&falle ubergehn. 

8. XV. 
j,In der Ebene eines gegebenen Vieleckes 93 ist der Ort aller 
Punete P, deren Fufspuncten- Vielecke V in Bezug auf 9ß einen gli- 
chen gegebenen Inhalt hohen sollen , eine bestimmte Kreislinie, deren 
Radius mit diesem Inhalte sich gleichzeitig ändert, deren Mittelfnmct 
aber stets einer und derselbe feste Punct 8 ist. Dieser Punct S ist 
nämlich der Sehwerpunct der Ecken des gegebenen Vieleckes 93, inso- 
fern jeder derselben der Sinus des doppelten Nebenwinkels mon dem an 
ihr liegenden Winkel des gegebenen Vielecks 93 als Coefficient zuge- 

ordnet wird.*' 

Es sei etwa ABCD (Fig. 4.) das gegebene Vieleck 93, und ans 
einem beliebigen Punete P seien auf die Seiten desselben die Perpendikel 
PJi, PiSTi, PCi, PDt gefallt, so ist A^B.CiDi das dem Puncto P 
entsprechende veränderliche Fufspuncten - Vieleck F. Bezeichnen wir fer- 
ner durch Uy byC,d die veränderlichen Strahlen. PAj PB^ PC, PDy vrelche 
von dem Puncto P nach den Ecken des gegebenen Vielecks F gehen, 
und durch Aj By Cj D die Nebenwinkel der diesen Ecken anliegenden 
Winkel DABj ABCy BCDj CDA: so bat man vermöge der constanten 
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(and <heik recbten) Winkel der Vierecke AD^PA^y BAiPB^j .... eta, 
zwischen dem Inhalte dieser Vierecke nnd dem der entspredieiiden Drei« 
ecke DiPAgf AiPB^ .... etc. folgende Gleicbungen: 

2.D,PAi--ADiPA, CS ia^8in2^9 
2.A,PB,^BA,PB, a= ift'ain^ll, 
**• ^ 2.B,Pa — CB,PC, = ic*«n2C, 
a.CPD.-^DCPDi ^ ii'mn2D. 
Non machen aber die in diesen Gleichungen enthaltenen Dretecka 
soaammen das Vieleck AiBiCiDu nnd die vorkommenden Vierecke «h 
aammen das Vieleck ABCD ans; also folgt durch Addition derselben: 
f6. aA,B,C,Di^ABCDs::i(aUinQA^i^mn2B+4?mn2C'{^i'mn2D). 
Es ist klar, dafs man allemal eine ibnliche Gleichung erhilty 00 
viele Seiten auch immer das gegebene Vieleck 93 haben mag» Daher. ist 
allgemein, wenn 93 den Inhalt des gegebenen und V den Inhalt des FuAh 
puncten-Vieleckes bes&eichnety 

f7. 4(2V--g3)sa'8in2^+»'sin20+c'sIn2C+.... = 2(a'sin2il). 
Durch diese Gleichung whrd die Richtigkeit des Sata&es vollstiDd% 
dargethan« Denn soll da Punct P so gewählt seiui dab der Inhalt F 
seines Fulspunct- Vieleckes eine gegebene constante GrAlse sei, so ist auch 
Ae Differenz (2 F—- SB) constant} und dann stimmt die Gleichung (t7) gans 
mit der frflhern in (^ XL 99) oder (S- VIL 16) fiberoin, indem die be- 
kannten Grölsen sin 2^1, sin 20, ««•« etc. die Stelle der frühem Coeflioieii» 
ten Oj ßf •:. etc. vertreten. Deshalb muls 9mA fan gegenwirügea Falle 
der Ort des Pnnctes P eine Kreislinie sein, welche den im Satae besdvie« 
benen Schwerpunct S zum Mittelpuncte hat. 

S. XVL 

Dm den aufgestellten Satz ausführlicher zu erörtern, werde Ae 
letzte Gleichung (S7) nach dem Muster der Gleichung (16) in {$. TU.) 
umgewandelt, so erhalt man : 

28. 4(2 F— 93) b a',sin2il + ft'.sin2ll + c;sin2C+--«* 

+ ^'(sin2^ + sin20 + sin2C+:«-5 
= 2(a^ sin2il) + t'Z(sin2^), 
wo nimlich tfi, fti, C|, .... und s die Strahlen sind, welche den besdvie* 
benen Schwerpunct j9 mit den Ecken J, J9, C, •••• und mit dem bdie» 
bigen Puncto P verbinden. 
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■ 

Beseiobnet aum also wk r den Inhalt demjenigen Foiapancten - Viel-- 
eck«, weldüs dem Schwerpnnete 8 selbst entspricht, w mt for diesen Fall 
^«bO^ und midün: 

t9. 4(2ii~9B) SS 2(0*. 8in3 J[). 
Zieht man diese Gleidbimg Ton der vorhergehenden (88) ab, so erhalt man 

30, 4(F— r) « i5\S(sjn2^). 
Hieraiia aleht nuui: „dafa die Inhalts^ Zunahme des FufsfUHeten" Viel^ 
eckes V mä dem Quadrate des Aietandes e des zugehörigen Punctes P 
vom Sehwer/nmete 8 in jfMehem Verhältnisse wichst oder schwindet*' 
Ferner folgt daraus: 

yyDafs im Ailgem/sinen unter allen Fufspuncten^ Vielecken das^ 
jenige v^ welches dem 8ehwerimncte 8 entspricht, entweder ein Mini- 
mum oder ein Maximum des Inhalts hat, je nachdem heziehUch die con^ 
st ante Gröfse 20"n2 Jl) posüiv oder f^^iv ist.'* 

Ob aber diese GrAüsie S (sin 2 4) positiv oder negativ sei, hangt 
von folgenden Unmtanden ab. Nämlich: 1) sind die Winkel A^ B, C^ ^.. 
alle spitsB, 80 iflt die Gröfoe offenbar positiv ^ und dann findet also für das 
Fnfspuncten- Vieleck von 8 ein Minimum des Inhalts Statt, t) Sind da- 
gegen anter den Winkdii A^ B^ Cy «... einige stumpf, so kann möglicher 
Weise S(sin2J[) negativ^ also der Inhalt des Fofsputtcten- Vielecks voniS 
ein Maximum werden. Dieser Fall kann besonders eintreten, wenn das 
gegebene Vieledk !8 ein nicht convexes ist ; er kann aber auch bei con- 
vexen Vielecken Statt finden, und tritt insbesondere beim Dreieck immer 
ein, (denn wenn das gegebene Vieleck SB ein Dreieck ist, so sind minde- 
stens zwei von den drei Winkeln A^ By C stampf, und mau überzeugt 
sich leicht, dafs dabei immer 2 (sin 2^) negativ ausfallt). 

Ist insbesondere 2(sin2J[)s3 0, so findet weder ein Minimum noch 
ein Maxiamm Statt, sondern in diesem Falle ist der IuIm^ des Fufspuneten- 
Vielecks F fSr aUe Puncte P coastont. 

s. XVII. 

Für spätere Untersuchungen ist es zweckmäfsig die Bedeutung des 
Ausdruckes : 

Sl. \s^%(jm2A) ^ is^mü7A + is^sin2B + is^ain2C -{-...., 
welcher die vierfache Differenz zwischen den Inhalten der Fufsponcten- 
Vielecke dnes beliebigen Puacts P und des Puncts S reprasentirt (30) 

Crelle's iouriial 4. M. M. XXI. HItl. 7 
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naher aozogeben« Wir bescfar&nken um hiebe! aaf den bestimniten Fall, 
wo das gegebene Vieleek ^ convex ist, und wo überdies die Nebenwinkd 
A^ DyC^ • • • . seiner sammllicben Winkel spitz, also S(sia?il} positiT ist. 
In diesem Falle ist bekanntlich die Samne der Nebenwinkel Aj Bj Cj ... • 
gleich 2t, und daher: 

8». 2Jl + 2fl+2(7+2ö-f.... 5= 4t. 
Wird bemerkt, dafii \9^fAi\2A der Flachen -Inhalt eines gleichseheskligea 
Dreieckes ist, dessen Schenkel ==# und dessen Winkel an der Spitie 
aB2J ist, so folgt, dafs die Gröfse i^'2(siu2J) in (31) als die Inhalts* 
summe von n gleichsclieukligen Dreiecken anzusehen ist, deren Sdienkel 
alle TS 8 und deren Winkel an der Spitze beziehlieh UA^2B, 2C .••• sind. 
Man denke sich ein Vieleck U von der Beschaffenheit, dafs es, eiaeoi 
Kreise vom Radius s eingeschrieben , in demselben zwei Omlftnfe macht *}, 
und dafs die über seinen Seiten ^j ^, (2, •*•. stehenden Centriwinkd 
jenen Winkeln 2 J, 2B, 2C, .... bezieblich gleich (und zusammen ss 4t) 
fefind : so ist der Inhalt dieses Vielecks offenbar die Summe der ganaantea 
Dreiecke; denn jenes wird durch die nach seinaB Ecken gehenden Badies 
in der That in diese zerlegt. Also ist: 

S9. i5'.:^(sin2J) » tl, 

und daher (SO) : 

4(F— r) sr U, oder 

84. F = r+lr.U. 

Somit bat man für den gegenwärtigen IPali folgenden Satz : 

„Ist in Rücksicht eines gegebenen Vielecks <8 der InUU iIm 

iem Schwerpuncte S entsprechenden Fufspuncten^ Vieleckes p iekanmi, 

so hmn der Inhalt jedes Fufspuncten- Vielecks V, welches eümm beUe^ 

higen^ von S wn die EiUfernung s abstehenden Puncte P entspridU, 

dadurch gefanden werden, dafs nusn zu jenem Inhatte p den 9ierteH 

Theil des Inhalts eines andern bestimmten Vielecks U mddirt. Dieses 

andere Vieleck U iet einem Kreise vom Radius s eingeschrieben j macht 

in demselben zwei UmldufSj und über seinen Seiten stehen Centriwinkd, 

die den doppelten Nebenwinkeln der Winkel des gegebenen Vielecke SS 

gleich sind.'* 

^) Lsscr, welchs mit solcheu Vidackeu oidii vertraul study ktenm aich einen 
Begriff davon maehea, wean sie a. & ia eiaem beliebige Mafeeke im Kreise die 
fliur INsKoaeloa in etnem 2rQge aiehn; dean diese siad eofoit die Seitea eiaee ffunl^ 
^ekt vea a%vei Ualiufen. 




3. Steinar, von d^m KrömmyngB'-Sehivtrinmcie ebener Curben. 51 

% XVIIL 

ADmerknng* Atfch hier mdwen zahlreiche specielle Sätze über- 
gaogea werden, weiche aich anmittelbar aus dem Vorstehenden ableiten 
liefsen« Nur folgende im Eingange erwähnten Sätze von Querret, Sturtn 
und LhuiUer aber, das beliebige Dreieck und das regelmiftige Vieleck 
(n Eck) mögen hier Platz finden. 

1. Bei einem beliebigen Dreieck ^(ABC) kann leicht direete nach- 
gewiesen werden, dafs der Mittelpnnct des ihm umschriebenen Kreises 
zugleich der Sehwerpunct 5^ der Ecken ist, wenn diesen die Sinus der 
doppelten Nebenwinkel als Coefficienten zageordneC sind. Dasselbe kann 
aber auch aus dem obigen Sat» (S- XVII.) geschlossen werden. Denn 
fallt der Punct JP mit einer der Ecken des Dreiecks zusammen, so wird 
der Inhalt des Fufspnncten* Dreiecks jedesmal ssO; daher liegen die drei 
Ecken in einem Ortskreise, dessen Mittelpnnct der genannte Sehwerpunct iS> 
sein mois. Ferner schliefet man hieraus den bekannten Satz: „dafe wenn 
aus irgend einem Puncte des dem Dreiecke umschriebenen Kreises Per* 
pendikel auf die drei Seiten des Dreiecks gefällt werden , dann die Fufs- 
puncte dieser Perpendikel allemal in einer Geraden liegen* Es mufs nam-* 
lieh wieder der Inhalt des Fufepuncten • Dreiecks s= sein. 

9. Der citirte Satz aber jedes regelmäfsige Vieleck 93 folgt gleich- 
falls sehr leicht. Nämlich einmal daraus, dafs alle Winkel des Vielecks 
und also auch alle Coefficienten sinUA^ fiftn'iJ?, sin2C elc. unter sich 
gleich sind, mitbin der Mittelpnnct des Vielecks zugleich der ihm zuge- 
hörige Sehwerpunct jS sein mufs. Zweitens daraus, dafs allen Ecken des 
Vielecks 9ß, wenn der Punct P der Reihe nach in sie verlegt wird, Fufs-* 
puncten Vielecke V von gleichem Inhalte^ und zwar congruente, entspre- 
chen, *so dafs also der durch die Ecken gebende Kreis eiuOrtskreis (furJP) 
ist, und als solcher den Sehwerpunct S^ zum Mittelpuncte haben mufs. 
Üben so wärden den Mitten der Seiten des gegebenen Vieleckes tB con- 
gruente Fufspuncten- Vielecke V entsprechen; was zu ähnlichen Schlüssen 
berechtigte. 

8. XIX. 

Kennt man in Bezug auf ein gegebenes Vieleck !8 die Inhalte der 
Fufepuncten - Vielecke F, F, , K» irgend dreier gegebener Puncte P, P, , /\ 
und bezeichnet man durch «^ 9%) St die Abstände dieser Puncte vom Schwer- 

7* 
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pode S, w hat ■» rolgeoda GleidmfeB (f. XTD. ud XIIL): 

( F.-F, = K*^-02(aai2il). 
Sieht ■» #^ #,, #s ab yeraaderücfa aa, iMgtßm F, V,, F» aai Z(aiB2^) 
ab coBrtaat oder die Pnncte P, P^, P^ ab fest, ao werdea darcfc diese 
GleidMagea drei Gerade JE^t ^it ^ bestiBBt, welche arf dea Seüea des 
Dreieekea PP^P^ seakreoht stefaea aad sieh aa Schwcryaacie 8 Stgait- 
aeilig schaeiden (S- XIIL). Dareh je awei derselhea wird aba, i« AUg»- 
tn, der SchweipoBCt 8 gefnndea. 



& V^ea ^ea Farspaaeiaa-Carraa. 

f. XX. 

Das der Torigea BeiracUaag xa Graade Uegeade TieledL !8 kaaa 
aiaa io der VorsteDaag sich so Teraudera lissca, dafs aa iswer aiehr mck 
irgeod eiaer Canre aabert und endlich ia £ese äbeigeht Labt shmi aian 
lidi die Seiteazahl des Vieleckes buier aiehr isaaehfa, jede einadae 
Sette aber mgleidk schwinden, so nähert sich das Viebck, weaa die Sei- 
teaxahi sehr grob aad jede Seite sehr Ueia gewordea isl, ofleahar irgead 
eiaer Corvo; aad wird die Seitenzahl aaeadlich grob aad jede Seite aa- 
eadieh Ueia (wie nun u sagen pflegt), ao kaan schlechthin dasYieledL 
ab dae Carre aageaehen werden. Ehen so kaaa aun aaigekehrt jede gp- 
gdbeae Carre !8 ab ein Vieleck von aaeadlich vieba SeÜea hetrachlea» 
die aUe aaeadlich klein sind. Dabti ist klar: dab die verla^gntea Seitea 
des VidedLs ia die Tangeaten der Corvo ihergebea, aad dab die obea 
betraditeten JNebeawiakd Äy Bj C, •••• bd der Carve aaeadlich Ueia 
werdea« iadem sie naailich hier die iofsem Wbkd siad, aater wdchea 
sich die zunächst aaf eiaander folgenden Taageatea der Corvo gegeasdtig 
scfandden, oder, wenn man sich korz bssea wüL ab die Winkel angegeben 
werden können, welche die eiuzelnen Tangenten in ihren Berfihning^oncteD 
mit der Corvo sdbst bilden. Femer ist klar, dab beim Uebergaag des 
Vielecks 7 in eiae Carve. aacb das irgend einem Pnncte P aogehörigo 
Fafiqpaacten- Vieleck F in eine Carve übergeht, wdcho daher i^eicher- 
weise: ^^Fv/si^uncten-Curve des Panctes P im Bszm^ mmf die g$g9k §9 m 
Curve ^'' beibeo soll Sie ist nümlidi der Ort der Fubpancte aller aas 
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dem Puaefe P uf dfe TangeDtra der Conre (B gefidUen Perpendikel. 
lUfs dieee Fnfsponcte in der That eine contioairliche Gnrve bildeD, erbeüet 
weh muiiittelbar aus dar AfiachaaoQg*. Deaa wenn ein rechter Winkel 
aieh 80 bewegt, dafs^ während der eine Schenkel ala Tangente an der 
Gnrve 18 fortachreitet, der andere beständig durch den festen Punct P 
geht 9 m beschreibt sein Scheitel eine Curve: die genannte FuApuncten^ 
Curve F. 

Da auf diese Weise die Vielecke ^ und F in die Carren 93 und V 
übergehen f se mäasen nothwendig die oben Aber jene aufgestellten SäUe 
auch ftr diese ihre Gftltigkeit behalten« Daher kann z« B. unmittelbar ge-* 
schlössen werden ; u) dafs es fär jede geschlossene und cenveM Curve ^ 
einen Punct i9 geben mufst dessen Fufspuucten- Gurre v in Bezug auf 
jene unter allen den kleinsten Inhalt hat» und dals aUen um einen gleichen 
Abstand s von S entfernten Puncten P Fufspuncten-Gurven V von glei- 
eltem Inhalt entsprechen, und auch umgekehrt } i) dals unter den genann- 
ten Gröfsen (18, v, «^ F etc.) auch die obigen Gleichungen ($. XVL und 
XVIL) bestehen; c) dafs ferner, wenn die gegebene Curve !8 einen Mittel- 
punct besitzt, derselbe auch zugleich jener eigenthömliche Punct S^ sein 

mnb i%. XYin. 3.) «• »• w. 

Aus diesai angedeuteten Sfttzen lielsen sich nun z. B. in Bezug 
auf den Kreis und die Ellipse* unmittelbar eine Reihe von Sätzen ableiten. 
Denn da man in Bezug auf den Kreis die Fulspuncten - Cur ve v seines 
Mitte^unets S^ umi bei der Ellipse die Fufopuncten - Curve F ihres Brenn- 
puactes P, so wie dessen Abstand s vom Mittelpunct ^ kennt, so kann^ 
f8r beide leicht der Inhalt der Fulspuncten- Curve jedes beliebigen Punor 
tes P gefunden werden. Auf diese SUm werdeu wir später zurQckkonh- 
men. Zunickst aber ist die ßgenschaft des Punctes S bei allgemeioen 
Curven bestimmter anzugebeu und dessen Beziehung zu der Curve selbst 
genauer zu erforschen. 

$. XXI. 

Da die Bestimmung dea Punctes 5 beim Vielecke ^ von den Sinu!t 
der doppelten Nebenwinkel 2^> 211, 3C, .... abbangt, diese Winkel 
aber bei der Curve fß unendlich klein, ihre Sinus mithin unbrauchbar wer- 
den, so kommt es darauf an, zu erforachen, welche andepe bestimmte 
GrdCsen an die Stelle dieser Sinus treten können. 
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Zn diMMi Tm^Ait wfkmiem wir dM OT^iriBglielie Vieleck 9 gieieii- 
Müig ao; was mbetickadet der AUgeMeoMt der dsnee mi IblgeradeB 
Beeelfale geedM^bes darf. Ba sei also s. B. ZABCD.... {Flg. 6.) ein 
Tbeil eiaes beli^igeo ^eidiaekigerny ooDvenea Ttelecica S8. Aus den Mit- 
teo ifi« B|9 C|, A» •••• der Seitea eniehte Bttm aof diese üt Perfei* 
dfkel A^R. BiRS^ C^ST^ ....^ aebne jedes daToo bis n de» PaaeieH; 
ts. r» ... .9 wo es Toa deai Dsdifolgendea geaduiitteo wird, «od seiae die 
Abscbaitfe J|Assa,^ BiS^s^ßg^ C\I*=7m ••••; ferner uehe aiao die 
StiaUea AR^a, BS^ß, CT^y .... aad beaeiohae darob A die balbe 
Seke des Vielecks, so dafis A ss AA^ = AB^ =? BCg ^=5 .... , so bat aiaa 
X.B., Tenaftge des Vierediies AAiRBtj ia wdcbeai /li^i s BBgss^ai asd 
die Wiakel bei Ai aad ff| recbto siad, folgeade Gleidno^: 

3«. sia(2J) = 4 ^^»(>^~* ^> « 4 A(^_j^). 
Eben so isi 

nfid dsber ist z. B 

Es koBiBit Duii darauf au, den Wertb Aesea Yerbätaisses (37) (&r 
dea Fall au bestisuaen, wo das Vielecdt !B in eiae Canre ub^if^^aagea 
ist. Da, um xa diesem Falle zu gelaagen, die balbe Seite h uuaer klei- 
ner und znletat uaeadlidi klein werden muls, so nibera sieb a^ und o» 
yi und 7 immer aiebr der Gleicbbeit^ bis aaletzt addecbterdiafs Ogis^a and 
yi SS 7 zu setzea ist. Dann wird aber zugleich a] :a'ssl, y^:^ ss 1 und, 
weil k gegen a and 7 uaeadlicb kleia ist, A^aiia^ ss und A^7t:y s^O. 
Demnacb bat auui als.Grenzwertb des Verbaltaiases (37), i>der ftr die 
Curve 9J: 

38. sinr2J):sin(2C) « 7:a = -:-. 

a y 

In diesem Falle aber sind die Strahlen ce, 3» 7% •••• die Krummungs»* 
radiea der Curve ^ in den Puncten A^ Bj C, ....; was aus der Con- 
stractioa erbellet. Denn es ist z. B JB der Mittelpaaet aad a der Badios 
eines Kreises, der darcb drei auf einander folgende Eckeu Zj A^ B dea 
Vielecks SB geht, und welcher beim Uebergang des Vielecks in die Curve 
zum Krummungskreise dieser letztern im Punote A wird. Somit sind wir 
zu folgendem Besuliate gelangt (38) : 
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y^DU Sinus der i^^ellen Winkel 2A, 2ByQC, ...., welche die 
Vemgenten einet Chnve m in ihren Bertfhrungeytmeten mt der Curee 
eelbst bilden (oder unter welchen sich die auf mnander fbfyenden Tun^ 
ffenlen schneiden), verhalten sich umgek^rt wie die Krünmungsradien 
ay ß, 7, ..•., oder £rect wie die Kr€nnmungen der Curve in den be^ 
treffenden Berührungspstnelesi.'' 

DiMO» Resoltai kmnn aueh aas folgender Betraditaug abgeleitet wer- 
dea. Da der dordi A baaeiehnete Wiukel (Neheawinkel voo XAB) dem 
Winkel ÄJSiB^ gleich and dieser darck den Straiü RA s: a gebatfiet ist^ 
80 bat man 



auiJl B 28in(lJ).cos(iJ) = 2^^ 



1 y 



und eben so 



Daher Ist %. B 



sinB « 2^; siaC = 2^; etc. 



and fiär den I^U, wo das Yideck io eiae Carva ftbergebt, also ai=sa 
ud 7a »7 wird| efbiUt man: 

89. sia -4 : sin C s=s y : a as — :— . 

Uiemit aind wir so dem zweiten Resnitaie gelangt : p^daß auch die Sinus 

der einfaehen Winkd, welche die Tangenten m i/aren BerUhrungspunct^n 

mit der Curve Sß bilden, eich verhalten, wie die diesen Puncten zugehö^ 

rigen Krümsnungen der Curve.'* 

Dieses Besoltat steht mit dem vorigen (39) nicht im Widerspruche ; 

viehuehr wird das eine dorcfa das andere bestätigt. Oeun weil 

sin (2 A) : sin (2 C) ss sin A cos ^ : sin C cos C, 

für sehr kleine oder unendlich kleine Winkel A und C aber schlechthin 

gesetzt werden darf: 

cosJitcoaC SB 1, 

so ist (für die Cunre 93): 

40. sin(2 J) : sia(2C) =s sin A : siaC; 
woraus das Gesagte folgt. Endlich mag noch, behufs q^terer Betrach- 
tungen, bemerkt werden, dab sehr Ueiae Winkd (in Bogen oder Zahlen 
ausgedruckt} sich verhallen, wie ihre Sinus ; so daGs also : 

41» sittJitstnC = ii:C s= ^t~, 
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womach drUtens : „ muk JRe Wmktlf tueiekg Hä Tamftntui tm Se Curve IB 
mit ikr hilden, mek wie üe im B^rtAnrngt/nmelm Mmß t kSrißm Kr^m- 
wmngt» inr Citn4 vtHtaUmT 

$. XXB. 

Durch das obige Besaitet sind wir nonmehr in Stead gesetzt, bei 
jeder Canre f8 den Pnnet <$ vemilttdst gewisser aosdumlieher «od eid- 
fieher Grölsen zn bestisuMB. NisAcb es können zn Bestiamang voz 8 
statt der «nendlidi kldnen Coeffidenten sin2^, ria20» sin SC, .... die 

ihnen pn^rtionalen noigekdvt» Wwthe —, -j, —».... der re^ectiven 

KruBunuigdialbBiesser a^ ßf y^ • • •• der Conre 93 geooMMen werden 
{$. XV.). HiesMh atelit der bestinunte Puet 8 in fdi^esder Besiehuf 
s« der Curve !&• »^r kl ihr Sdiwer^unet, tMim jm m wieNiSdl iUMM 
gUkhB ElemmUe g€thmU wUt m den Tkmlmmjfsimmctm ntiiOewiehtm ^ 
lastet gedacht wird, welche eieh eerkehrt verhaltem, wie dk mgAörijftn 
Krümmmgshdibmeeeer , oder dured wie die zugehärigem EritmmuHgenJ' 
Aus diesen Grande soll der Punct fif künftig „Kr tt m mumß$ »8ehwerfhmer 
der Carve fß genannt werden. 

Ee wird hienut wiederom aogensclieuilieli (ft^XX.), dafii^ wenn die 
Conre SB einen llittelpaaot hat, dann är Krflwnnngs-Schwerpanet 8 sit 
dieeeai msanuMnfidlen mnb. 

s. xxnL 

Da& die firflher über das Vieleck Q angestellten GUnchnngen und 
Salze auch fflr den Grrazfall, wo dasselbe in eine Cnrve S8 flbergebt^ 
noch gültig sein müssen , ist einleuchtend und früher schon erwihnt wor* 
den {% XX.). Daher hat wui auch för die Curve, in den naadichen Zei- 
chen und im ntolicben Sinne verstanden^ unmittelbar folgende Gleichun- 
gen (S7.<, t8. und 34.): 

49. 4(2F~f8) «B 2(«'sin2J). 

48. 4(2 F—«) B S«sin2J) + s\2(sin2it;. 

44. 4(F— 0) rar |#'2(riu2^) s= V. 

Diese Gleichungen, in Worten ausgesprochen, enthalten zuufiehM folgende 
Satze : 
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4) SoU hu Rüc k rickt einer gegebenen geschheeenen und HheteM 
eonvesen Curte 9S der InkaU der irgend einem veränderlichen PuneteP 
entepreekenden Fufepuncten^Cwree V eanetant bleiben, eo ist der Ort 
dee Punetes P eine heeümntä Krmelinie, deren Radius s mit Jenem In^ 
halte V zugleich gröfser oder kleiner wird, deren MUtelpunct aber immer 
ein^ und dereeBe feste Punet, nämlich der ErOmmungs^Schwerpunct S 
der geg^enen Curve fQ ist!' Und umgekehrt : „ Beschreibt man aus dem 
KrUmmungs^ Schuf erpuncte 8 der geg^enm Curve !8 irgend dnen Kreis, 
so enteprechen allen auf dieser Kreislinie Hegenden Puncten P Fufs^ 
puncten-Curven V ton gleichem Inhatte!* 

b) „Unier allen Fufs/nmeten-- Curven V einer geg^kenen geschlos-^ 
senen und liberaU convexen Curve fQ hat Reuige den kleinsten Inhalt v, 
welche dem Krümmungen Schwerpuncte S der Curve Sß entspricht.^ 

Um die Inhalte -ZunaluBe geDMer angeben zu können , welche die 
einem PuneteP entsprechende Fufiipancten- Curve F erfiUirt, wenn er «ich 
vom KrOmmung8-Schwerpnnotej9 entfernt, mufs die Gröfse i«^ 2 («in 2. 4) 
oder das Vieleck U näher bestimmt werden. Da dieses Vieleck U nach dem 
Frflhem {% XVU.) einem Kreise eingeschrieben ist, der s zum Radios hat, 
da es in demselben zwei Umlanfe macht, und da die Centriwinkel 2A^ 
2B, 2C, «•«., welche seinen Seiten % 93, S» ••'• gegenüberstehen, iu 
Arai gegenwärtigen Falle C^ur die Curve $8) alle unendlich klein sind: 
so folgt, dafs in diesem Falle auch die Seiten % f&j ^, .«.. alle unend^ 
lieh klein sind, und daCai daher der Umfang des Vielecks mit demjenigen 
des Kreises zusammenfällt, aber diesen zweimal umfafst Somit besteht 
auch der Inhalt des Vielecks U aus der zweifachen Kreisfläche, oder es ist ; 

46. U ta ^#'2(8io2 J) = 2Ttf' und 2(sin2^) s= 4t, 
und daher hat man statt der Gleichungen (44 und 45) folgende : 

46. 4(2F~?C) = 2(ä1 sin2 J) + iirs\ 

47* F s 9 + iTte". 

Aus dieser letzten Gleichung (47) sehliefst man folgende Sätze : 

c) „/n Rücksickt der gegebenen geschlossenen und convexen Curve iß 
ist der Inkalt V der Fufspuncten - Curve mnes beliebigen Puncts P im^ 
mer so grofk, als der Inkalt v der dem KrUmmungs -- Sckwerpuncte S 
entepreekenden Fu/ipuncten^ Curve, mekr die halbe Kreisfiäcke, welche den 
Abfand PSsss brider PuncteP undS von einander zumRadius hat." 

Cnito*» louMl 6. M. Bd. XXL Hit 1. 8 



98 3. St eine r^ von dem Kriimmvngs ^ Schwerpuncte ebener CurVem, 

Kennt man also in Bezog auf die gegebene Cttnt fB ded InhAlt v der 
Fuijipunctefl - Cnrve , weldie dem KHImimrags-Schwer^ncte fiF eBtsprieht, 
so kann sogleich der Inhalt V der Fofsj^nneten - OorVe jedes andern be- 
liebigen Pancfs P gefanden werden, in so fern nur dessen Abstand ^ vom 
Schwerponcte S bekannt Ist. Und nmgekelirt: kennt man in Bezug auf 
eine Cnrve 93 und für irgend einen Pnnet P dife Gröfsen V und #, so 
wird dadurch augenblicklich auch r, und somit dann auch der InhaU äiat 
Fuftpuncten-Curve fär jeden anderen Punct gefondieii, wofern sein Ab« 
stand von j9 gegeben ist. 

d) „Kennt man m Rücksieht einet gegebenen Cnrve !B ^ /n-^ 
Aalte V, V^, V^ der Fuf^pnncten-'Ctirven irgend dreier gegebener Puncte 
P, P^, P^, die nicht in einer Geraden Hegen, so ist dadurch der Erüm" 
mungs - Schwerpunct S der gegebenen Cürve Vß\, so wie der Inhalt v sd^ 
ner Fufspunclen-^Curve, bestimmt, und leiehi zu findend' 

Dean zu diesem Behufe Iwt man aach ($. XIX.) und rermdge (47) 
folgende drei Gleichungen 

wodurch drei Gerade JIT^^ X^, X besthnmt werden, deren gemeinschaft- 
Iteher Durchschailt der gesuchte Krfimmungs- Schwerpunct ^9 Ist. 



S. XXIV. 

Besondere Fälle. 

Ist insbesondere die gegebene Curve ein Kreis oder eine Ellipse, 
so läfst sieh in Folge der vorstehenden Satze leicht der Inhalt V der 
Fufspuncten-» Curve jedes beliebigen Puucts P angeben. Nimlich wie folgt 

A4. Wenn die gegebene Curve S ein Kreis ist 

Es ist klar, und bereits oben erwähnt worden {%. XXII), dafs der 

Krümmongs-SchwerpunctiS des Kreises mit seinem Mittelpnncte zusammen 

OUIt Daher fallt auch die Fulspunct«^- Curve des Punctes S mit dem Kreise 

selbst zusammen^ und ihr Inhalt ist gleich der Kreisflache. Wurd also der 

Aadius des gegebenen Kreises !8 mit r bezeichnet so hat man : 

4». V Ä Trr^ 
und weiter (47): 

60. Fj=^r^ + i5r^ 



3. Sieintr^ tum dem Kcümmun^s -, Sahu;trpiuu:ie ebener Curvek. M 

d. h. y,der Inhalt ier Fv/ipunclev^ Cun0 V irgmi mnes Puncies P, in 
Bezuff oMf dm gegAwm Krm 93» i^t gMch der Sftmme ümbt Kreis- 
fäeh0 find der kalben Kreis fiOfhe ire^j welche den Abstand s deaJPunctsP 
Mm lißttelpuncte S des gegebenen Kreises zsim Radius^ hat'" 

Ueber die Form und scmsUgeo fiigenschaAen dieser Fulsptmcteii- 
Canre V nag Folgende« iwgegeben werdeu; was leioht wabiznneliiMB isL 

Die Curve V berührt dra Kreia fQ in den beifcn Endponeten deis 
doreb P gehendra Dnrcbmessers^ welcben sie zur Syiuoietralaxe ba^ liegt 
aonat ganz auDserbalb $8, ist auf einen endlichen Raum beschräuk(; und 
kehrt in sich zurück« Sie ist von vierten €htide, und P ist ein singulärer 
PuncC derselben y nämlich a) ein reeller oder ß) ein imaginairer Doppel- 
puncty je nachdem beziebh^b P auCserbalb oder innerhalb des Kreise«r $8 
liegt, oder endlidb 7) ein Rfickkebrpunet, wenn P auf dier Kreislinie 18 
aeibst liegt. Im Falle (a) schneidet sieb die Curve in P, und die beiden 
Tangenten die von P aus an den Kreis 93. gelegt werden können , sind 
die Normalen der Curve V im Puncto P, so dafs sie den Winkel be- 
stbnmen , unter welcliem die Curve sich in P schneidet Ist «^ ss 2 r\ so 
ist dieser Winkel ein rechter. Die Curve bildet ferner zwei Blatter oder 
Schleifen, von denen die eine die andere nebst dem Kreise !8 unifdiliefst 
Der Inhalt der Curve besteht aus demjenigen beider Schleifen, so dafs also 
der von der kleinern Schleife eingeschlossene Raum hiebei zweimal in Be* 
tracht kommt. Ist ^'ss2f^, so ist der Inhalt der Curve es2^r^ 

In Rficksicht aller drei Fälle sind die verschiedenen Curven F^ wie 
sich später zeigen wird ($. XXX VI.), identisch mit den verschiedenen Epi- 
cykloiden, welche entstehen, wenn ein Kreis vom Radius \r auf einem 
ihm gleichen KreiM rollt. So ist namentlich im Falle (7), wo P m der 
Kreislinie liegt, oder wo #s=sr ist, die Curve V die sogenannte Cardioide 
und ihr Inhalt ist: 

61. Fo5 irr'' ^ 6;r(ir)' 
d. h. ,^ anderthalb mal so grofs^ als die gegebene Kreisfläche $/' oder 
sechsmal so grols, als die Kretsflacbe, deren Radius s=:|r ist; was mit 
dem bekannten Ausdrucke fSr die Cardioide äbereinstiromt. Von den bei- 
den mondformigen Räumen, welche in diesem Falle zwischen den Umfön* 
gen von 93 und V liegen, ist jeder =:\xr^^ A. i. ein Viertheil der Kreis- 
fläche %. Eben so kommen im Falle (ß) zwischen 93 und V zwei mond^ 
förmige Räume vor, von denen jeder es |^s^ ist. 

8* 



M 3« Steiner, van dem Kriimmungi^S&kwerpuneie ebener Curven* 

B. Wenn die gegebene CarTe B eine Bllip»e Ut 

Aucb bei der Ellipse ftUt offenbar der Krflmniangs-Schwerpaiiet 8 
mit dem Mittelpuncte zosammen. Es seien also a and b die halben Axen 
der Ellipse^ ^i der Abstand ihres Brennpnnctes P| vom Mittelpnncte S, 
nnd Vi der Inhalt der Fafspuncten-* Corvo des eitlen oder des andern Brenn- 
pnnetes Pj, welche bekanntlich ein Kreis isC^ der die grofse Axe ässSa 
znm Durchmesser hat^ so ist also: 

md hieraus wird zunächst geschlossen ({. XXIIf.): 

y, Nimmt man in der Kreislinie, welche mU einer EUipee 9$ ean^ 
centrisch ist, und durch deren Brennpunete geht, irgend einen Punct Pi 
an, so ist der Inhalt seiner Fufspunclen-Curve V^ in Bezug auf die El- 
lipse gleich derjenigen Kreisfiäche, welche die grofse Ase 2 a der Ellipse 
zum Durchmesser hat/' 

Nun kann ferner der Inhalt jeder andern Fufspuncten-Carve fdr die 
Ellipse gefunden werden. Nämlich für die Fofiipuncten-Curve r des Mittel- 
puncts Sj der um Si^=s^(jif — V) vom Brennpunete Pi absteht^ hat man 
nach (%. XXIY. 47) : 

5». V = V,-^\irs\ « ir(tf + *^ = t/, 
das heilst: 

„Der Inhalt der dem Mittelpuncte 8 der Eklipse ^ entsprechen^ 
den Fufspuneten^Curve v ist halb so grofs , als die Summe der beiden 
Kreisflachen, welche die Axen (^a^ 2 b) der Ellipse zu Durchmessern 
haben; oder er ist gleich derjenigen Kreisfläche ^ welche einen der beiden 
gleichen conjugirten Durchmesser (2 g) der Ellipse zum Durchmesser hat.'' 

Die Curve r berührt die EUlipse 93 in den vier Scheiteln der Axen ; 
aofserdem liegt sie ganz aufserhalb derselben, so dafs zwischen beiden 
Carven vier mondformige Räume entstehen^ welche nothwendig einander 
gleich sind« Der Inhalt eines jeden sei sssm» so bat man, da der Inhalt 
der Ellipse =T.ai ist: 

64. 4m = lT(«' + 6')— a-at = iT(fl— *)' ond m s ^T(a~A)^ 

d. h. „die Summe der vier Möndchen ist gleich der halben Kreisfläche, 
welche die Diferenz beider Äsen der Ellipse zum Durchmesser hat, 
und jedes einzelne derselben ist dem achten Theite dieser Kreisfläche 
gleich/' 



3. Steiner, von dem Krümmung» ^Sehwerpunote ehener Cufven, (]. 

WHk den Inhalt F der FojG!pnBCten-*Cnnre jede« beliebigen Pancts P 
in Bezug anf die Ellipse ergiebt «ich nun ans (47 n. 53) der folgende 
AnsdrMki 

66. Fä iTCo'+Ä^+Of 
d. L: ,,D0r hikaUV der Fufspunefen^-Cum' ^inss beliebigen PunctesP 
in Bezug auf eine gegebene Ellip$e $8 ist gleich der halben Summe dreier 
Kreis/lachen, welche die halben Axen der Ellipse und den Abstand « 
dee Puncts P vom Miltelpuncie S der Ellipse zu Radien haben'* 

Diese allgemdne Fufarpnncten - CurFe F der Ellipse ^ hat analoge 
Form and Eigenschaften mit der Fubpnncten Cnrve des Kreises {A)y so 
weit nämlich die Verschiedenheit der Ellipse ond des Kreises eine solche 
Analogie rerstatten* Z« B. die Corvo F ist auf einen endlichen Raum 
beschränkt und in sich fl^urüdkkehrend , und liegt aufserhalb der Ellipse« 
Sie berührt jedoch diese im Allgemeinen und höchstens iu vier Puncten. 
Liegt der Ponct P aufserhalb der Ellipse $8, so ist er ein reeller Doppel«* 
oder Durchschnlttspunct der Curve F; die aus ihm an die £IIip«e 93 ge« 
sogenen Tangenten sind zugleich in ihm die Normalen der Curve F und 
bestimmen daher den Winkel, unter welchem sie sich schneidet. Der In* 
halt der Curve F besteht hiebei aus der Summe der Baume oder Blatteri 
welche die beiden von ihr gebildeten Schleifen umschliefsen. Soll insbe* 
sondere die Curve im Puncte P sich unter einem rechleu Winkel schnei* 
den, so ist der Ort des Punctes P derjenige Kreis, welcher zugleich der 
Ort des Scheitels eines rechten Winkels ist, dessen Schenkel die Ellipse 
berühren; also ein mit der Ellipse coocentrischer Kreis, dessen Badiiis s 
8x /(«^ -f 6^) ist. Daher ist in diesem Falle der luhail der Curve T con«- 
stant^ nämlich (55) ; 

56. V ^ Tcs^ ^ T(«' + ft»), 

d h. ,yer ist gleich der Sumsne heider Kreisflächen y welche die Aaren 
der Ellipse zu Durchmessern haben, oder gleich der Fläch fi des zuge^ 
k6rig0n Ortskreises'' Liegt ferner der Puncl P innerhalb der Ellipse ^, 
so ist von der Curve I' nur noch eine Schleife vorhandeu, welche die 
Ellipse 9$ umschlielst, so dafs zwischen beiden Curven (je nach der An- 
zahl ihrer Berährungspuucte; 4, 3 oder 2) mondförmige Räume entstehen, 
deren Summe M jedesmal genau bestimmt ist. Nämlich es ist : 



$f 3. Sieinerj von dem Krummumgi' 8chw€rfimcU fktntr Curvat» 

worin anch das bemodere iAige Beispid (54) ab der Fall iabagiüren ist« 
wo ^ =s wird. 

Die sämmdicbeii Curven V^ welche hier ab Vubpuocttü^Cmyw 
der Ellipse erscheinen, köaoeo aueh auf ähnliche Art wie die Bpicykloiden 
erzeogt werden^ indem man eine Ellipse auf einer ihr gleidien reuen libt ; 
was sich nuten sseigen wird (S- XXXVI). 

Anmerkung. Beiläufig mag noch Folgendes bemerkt werden* 
Wird eine gegebene Ellipse v als die Fnfepnncten - Corve ihres Mittelponcts 8 
in Bezug auf eine unbekannte Curve iß angesehen, so kann sofort der In- 
halt V der Fufspuncten - Curve jedes beliebigen Puncts P in Beiaug auf 
die unbekannte Basis ^ angegeben werden. Nämlich: wenn a und i die 
halben Axen der Ellipse sind und s der Abstand PS iat, so hat man 

denn unter den vorausgeset^en Umständen ist offenbar iSf auch der Ifittel- 
punct der unbekannten Curve %. — Gleicherweise lassen sich aadere 
Sätze aufstellen. 

S. XXV. 

Ausgedehntere Sätze. 

Die über das Fulspuncten« Vieleck V und über die Fufspuncten- 
Curve V aufgestellten Sätze fähren, wenn sie auf mehrere gegebene Figu-* 
ren zugleich angewandt werden, zu zusammengesetzteren Sätzen. 

Bs seien z. B. in einer Ebene irgend eine Anzahl n beliebiger und 
beliebq^ liegender Curven ^^ QS,! ^39 •••• ^n gegeben (alle jedoch ge- 
schlossen und überall convex $. XXIII.); ihre Krummungs-Schwerpunete 
seien i9i, 82, S^y .... S^ und der Punct mittler Entfernung dieser n Puncto 
faeilse 8. Femer mögen ri, v^y v^^ .... r» die Inhalte der Fuüsipuncten« 
Curven dieses Punctes 8^ so wie Fi, F», .... V^ die Inhalte der Fufs« 
puncten- Curven eines beliebigen, von iS um # abstehenden Punctes P in 
Bezug auf die gegebenen Curven Ki, tß^y .... SB» bezeichnen. Dann folgt 
aus dem Bisherigen ( %. VIL m. 9. XXUL 47.) nachstehende Gleichung : 

Fx+F,+ F,+ ,... + F, «= t?,+ra+ ...+r. + ii(lrO, 
oder 

60. S(FO = S(rO + iii»:s% 



3. SitintTf von dem KriimmWtgs^Schwerpuncte ebener Curvenm 68 

d. h. a) „ Sind in einer Ebene n beliebige und beliebig liegende, geschlos- 
sene und überall canvexe Curven fQj^^ Sß^y $83 ^ •••• 93^ gegeben ^ so ist 
der Ort aller Puncte P, für welche die Summe der n Ft^spuncten- Cur- 
ven Vij V^j ••••Vj^ constant sein soll, jedesfnal ein Kreis^ dessen Radius s 
mit jener Summe zugleich wuchst oder schwindet, dessen Mittelpunct 
aber immer ein- und derselbe feste Punct, nämlich der Schwerpunct S 
der C^^ gleichen Coefficienten behafteten} Krümmungs - Schwerpuncte 
St, S2y •••• S^ der gegebenen Curven ^ly fSay •••• ^m iet*' ITod ferner: 

b) y,Die diesem Schwerpuncte S entsprechende Summe S(ri) 
der Fufspuncten- Curven ist unter allen die kleinste, und wird von der 
irgend einem andern Puncte P zugehörigen Summe 'S (Vi) um nmal die 
halbe Kreisfläclie übertroffen, welche den Abstand s des Punctes P von 
8 zum Radius hat*' 

Aehalicber Weise hat man, wenn statt der Curven n beliebige con- 
Texe Vielecke SSt^ ^29 ••*• ^1» gegeben sind: 

wo die Vielecke üi, Vt, ...• tTn, nach der Art wie oben {% XVIL) das 
Vieleck V, alle demselben Kreise vom Badioa ^ eingeschrieben siind« 
so dafs: 

6». ü|+raHr-...+ r^ = i*'[lKsiÄ2J0 + S(sin2il,) + .... + 2(shi2JOJ- 
Eben so finden analoge Formeln Statt, wenn die gegebenen Figuren 
%r SSi^ .... t8, theils Vielecke, theiis Curven sind. 

( Ihe Fortseliaflg folft im Btchtlen Hefte. ) 



64 ^« MSkius, Amwfniumgmn 4er Si9^ muf gemtuituAt ym-wm^ituha/tm. 



4. 

Anwendangen dcsr Statik auf die Lehre von den 

geometriseiien YerwandtseluifieiL 

(Vea Hr«. Prtf. A. F. Mobiui n Le^ftig.) 



L;a<er den Aa%aben der elemeDtarea SüUik ist die wicbt^ste iistreitig 
diejenige, welebe die BediBgaBgen des Gleidbgewicbts swisdmi Krifien 
TerUngt, die mmA gegeheaen BiebtiiBgeii wd gegebene FnBcte eises frei- 
be wegUdmi festes Körpers wirkes : swisches Kriftes siso» deres Asgrib- 
psBcte is sBYerisderlidiea Estferassges Yon eisssder stekes. Diese Be« 
diogvig fiur die Asgriff^imcte Übt mk mach dsdarck sosdrwAes, dsis sie 
eise mk immer gleiek ssd ihulk^k UeikeBde SHjgsr kildes solles; ssd suui 
kssn kierdorck TermslsCil werdes, ssch des Bedingsoges des Gleieligt- 
wi^is SS frsges« wenn die AngriAposcte ssr dergestsk sut eisssder Tsr- 
bsndes sind, dsfs sie watA in jede sndere der snfisgiicfcen Uofs skali^e 
Figur gekrackt werden kösnen. 

Die kierdsrck sick bildoode Aofgske kske tek ffc den Vd, wenn 
die Pnncte nnd die snf sie wirkenden Krnfie in einer Kkene salknlteB 
sind, bereits in nmneni ^.Lekrkneke der Statik'' sn Ifinea gesnckt 
Uk dsckte mir nisilidi ein Sj^tam Tsn Geraden, wdcke nick 
indetlicken Wiskdn in einm kewegficken Psnde tieltn y 
dera SyKLtm» von deradbea Beschafeabeit dergeaUb veribaadea, daCi eiae 
Gefade des etaea Syataas bM eiaer Geradea des aaderea manaaeBiel 
aad liags dereelbea ▼e ra ch ieM iar war, aad aacko aaa £e Bediagn^geB 
de« Glaichgewwkis «wischea Kiäfiea, weiche ich airf dw gefMseil^ea 
DarehMkaitte der Gerades des eiaea aad aaden ffjiiii.aM wkfc«« liefs; 
Bftalsr ■afatea dwae Paaele bei der ai^eaaHaeMM Bewegliclfceit 
äeh ihaiich hkiheade r«ar hildea. 
Ea ggkd abov wie ich ia »eiaeai «Baryeealr. Galeal" feaa^ 
hahe, aafeer der Gteichhdt aad AchalJchkeÜ aad der Mabea AfhalJrhkeit aaeh 
eiaige aadere Verwaadiarhaftea, ia deaea l%are» »aaiaaadsr si a he a k öa a ea ^ 
aad welche gleichfalls ia das Gebiet der aiederaGeawtriegehSrea; iiaeaU 
üch die hiafae Gleichheit, die Aliaitit maä die Venrairflachaft der OolKawirtaa. 



Man Imuui diker wf analog» Weia» 4i» JMKagnigaii das GWelfewieiila xii 
erfofadmi sudieQy wenn die Bewagiidikeil der Aagrifiipiiiiete der Krifta 
dadaMh iNeatimBit wird dafa ate aina aiak iauaar UoTe gleielu oder aflBo, oder 
oattiaaar xerwandt bleilNMid« llgar Inldeo aallen. Da je awel eUiander 
fleiolie and ihnUelie Figuren aach ia jeder eatferatem Yerwandtachaß ia 
einander atdben, ao werden die bdtannimi Bediiignogen des Gleiobgewiehta^ 
welehe bei ünTWinderfichkeit der gegenseitigen Bnifiminngen der AngriflEi- 
pnaete Stett £nden» nach bei jeder eniferatem Yerwandteohaft, an welche 
die BewegUebkeit der Angriffiipaneie gebunden wird, wiederkebreu, nn 
ibnan aber aenot von der Natnr der jedesmaligen Verwandtaohalit abbto- 
gljlpey biazntmtent nnd dieaea in deato grAlaerer ZabI, je entfernter die Vor- 
wnndtaebafii and je giftlasr folglieb die BewegUebkeä der Pnnete ist 

Die im Obigien gedacbfe Uateraucbmig in iSetreif aicb äbuiieb blei- 
bender ebener Figuren babe idi daber apiterbin nodb auf die Aebnlicbkeit 
im Baume und auf die entfernteren Verwaadlaebaften auagedebnt und die- 
aea Torsni^Heb mit aua dem Gruade^ wed zu erwarten stand, auf diesem 
Wege nu mnigen neuen Eigenaehaften der Verwaudtaehaften selbst zu ge- 
langen* Ich Teröffenlliche jetzt diese Ontersucbungen in der HolTuung, dafs 
es yielleieht auch Andern aogendmi aein dArfte^ die Gieichgewicbtsbedin« 
gangen, wdche bei den entferntem Verwandtschaften hinzutreten, und die 
etwaigea daraus gezograea geoflMtriacben Folgerungen kennen zu lernen. 
VebHgeaa habe ich midi hier atete dea Priacq^ der virtuellen Gesdiwindig«» 
keiten, als des einfachsten dabei anzuwendenden Mittels, bedient und mit 
Hilfe desselben die fräbere Untersuchung aidi ibnUdi Meil^nder Figuren 
von Neuem angestellt 



L BedisgiiBgeii des Gleichgewichts bei sieh ähnlich 

bleibenden Figuren. 

1« In Bezug auf zwei rechtwinklige Coordinatensyateme in einer 
Sbene seien ^, y und /, n die Coordinatoi einen Puuctes der Ebene. 

Man bat alsdann : 

9 ä= /•+ rcosa — «sinOf 
Y CS /4-/stna + vcoso, 

wo f und i^ die Coerdinaten dea AnfiuDgspunetea dea Systeme der i und i/ , 

€Mto'tlo«nia.lf.Sa.XXLHa.L • 



66 4. MohiuSf jiaw^nduttgen der Siaiät mi^ gtoiMM^dkt yeruHkmdi$A^Hu 

ih fkmg Mf dtt Sjnrtem der a imd y sindi a di>er der Witkd der Axt 
der f mX der A!Ke der x vsL 

Setzeii wir ttitn, dmfb auf glefeke Weise neck mehrwe aadere Pimcte 
der Ebene auf beide Coordtim(ei»7fi(eine besogen eeien, dftfii diese Ponete 
gegen das System der Axen / und u eine unvennderlidie Lege bnben, 
dafs aber dieses Axensystem samnt den Pvnettln seiner Lage gegen das in 
der Ebene mUg bleibende System der Amen x mid y beliebig indem könne: 
so sind in den obigen Oleichongen t nnd tr eonataot, da^^^en f, gf a bie*>' 
liebig veranderKdl, nnd damit aucb x nnd y veriUiderlicb. 

Wir wollen jetzt die Lage d^ Pnncte gegen die Axen der t nnd ü 
nicbt mi^r constant, jedoch tmr dergestalt veränderlich annehmen, dab die 
von ihnen mit den Axen gebadete Fignr sich immer ttnlieh Ueibl Zit dem 

Ende haben wir nnr far t und u .... — ond— cn schreiben, wo n. eben 

w II. 

so wie f^ ß und a , von einem Pnncte um andern gleich |ToIs^ aber mit 

der Zeit beliebig veränderlich ist Hiermit werden die obigen Gleichaiigeiii 

wenn wir noch • nnd h fär nf und ng setzen : 

\nx TS, a + <eosa — t^sino^ 



\ 



ny aa ft -f- /sina -j- u cosou 

Dnrch diese Gleichungen, in denen nur / nnd n constant sind, werden da- 
her Pnncte (x, y) in der Ebene bestimmt, die ihre Lage dergestalt auf 
jede Weise ändern können, dafe die von ihnen gebildete Figur sieh hniser 
ihnlich bleibt. 

Die DUrerentiaüon dieser Gleichnagen giebt : 

!ndx -{"Xän = da — (ny — i)i(ty 
ndy -\-ydn = db-^(nx — a)da. 

Wirkt nun auf jeden Punct (x^ y) des Systems eine Kraft (Xy Y)^ d. h, 
eine Kraft, welche, nach den Axen der ^, y zerlegt, die Kräfte X nnd Y 
giebt, 90 hat man nach dem Princip der virtuellen Geschwindigl^eiten als 
Bedingung de.^ Gleichgewiehts zwischen allen diesen KrAften die Gleichung 
^(Xdx-^ Fiy)ssO, nnd wenn man darin f&r dx und dy ihre Werthe 
aus (2) substitnirt: 

(rfflr f 5rfa)SX+(JÄ— ai/a}Sr+flrfa2(Fj: — Xy) 

— dn^Xx-^^Yy) «= 0. 

Da aber die Dilferentiale da^ dby da nnd dn von einander ganz onab« 




4 AI dbiuA, Anwendungen der Statik auf geomefrisehe Verwandtsekaften S7 

hftog^g «od so zerfällt diese Gleichung in folgende vier einzelne: 

zjr«o, sFso, s(ra?— jcy) 0, s(a:x+Kjr)s:a 

Die drei ersten derselben sind die bekannten Bedingunges des Gl eidige 
wiebts, wenn die gegenseif^ Lage der AngrifCsponcte der Kräfte nnver- 
änderlich ist. Die vierte kennte w^gen der gemachten Tenrnssetinong hin* 
zu dafs die gegenseitige Lage der Ponote ftwir vernnderlieh sein seil, 
jedoeb nur so^dars die ven ihnen gebildete Vigur sit^h inuner ilbnlieh Meflbi 

2. Zusatz. nach dem 9«» IM meines Lehrbnehs der Stntik er- 
gehen sich diese vier Gleichchungen nfai Bedingungen Am Oleiehgewiehls 
ft¥ri«^tt Kräften, welcbe auf Pnnete i^ einer Ebene wirken^ nneb In dlem 
Falle, wenn die gegenseitige Lage der Ftmi^ neverfbiderlieb ist und 
wenn das Glelebgewfcht niobt IMis bei einer besflmMMn Lsge des Systems 
der Puncte in der Bbene Statt findet, smidem Meb noeb bei Jeder he^ 
liebigen Drehung in der llbene) wahrend die Kräfte mit parallel bleibenden 
Sichtungen und unver te de rt en Inteneititen inf dieeelben Pnnd» u wirken 
fortfahren, noch bestehe Blertacb kam man ibi|gende swei Satze (ebend. 

,,Sind mekr0te Pmi^U Ai eimr Biene detgeeUM heu^gtkßiy inß 
die ran ihnen feMdeie Fhfwr eich immer ähnlich bleibt j Uftd MMem sich 
KrÜfte, reiche mtfme in der Ebene wirken^ das Gleichj^ewicht, so herncht 
auch noch Gleichgewicht bei jeder andern Lage^ welche man den Pmneien 
zufolge ihrer BewegHchkeit gekem kann, wenn nwr die Krdfle ihren an^ 
fknf^keken BicMwngen paralM bleiben;"* und umgekehrt:: 

„Sind Kräfte^ wekhe mf fM mH eitumder verbundene Punde in 
einer Bbene uUfhen, m Glekfkgewkhee y und dauert dueeelbe mock fbrty 
wenn dae Sgeiem der Funete in eekwr Ebene bdieUg verwehoben wird, 
dh Kräfte aber parulM mit ihren anßnglichen Biehtungen fin'twirken, 
so wird das GMthgetiiche auek nicht unterbrodien, wenn man denJPunc^ 
ten eine solche gegenseitige Bewsgttekkeit noch beUegt, bei weleher Jäe 
von ihnen gebildete t^wr sieh ünmer ähnlieh bleibt:' 

3. Cm Ton dieser Th^^arie sine Anwendung auf die einrachsten 
FiDe zn machen, wollen wir zuerst setzen, chs S^fstem bestehe nur aus 
awef Puncten (x, y) und (dTj, yi), auf welche resp, die KrSfte {X, Y) und 
(Xi, Fl) willen. Die vier IMKngungen des Gleichgewichts sind alsdann: 
jr4.Xi-sO, T^Y.^Oj Yx^Xy + Y,sr,-^Ä,y,maO 

X^^Yy+X,st,+ l\y,^0. 

»* 
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Di« BüninatiMi vor iC^ indl Ti «is dinm GWekn^f«« giebt« 

aad wem wir UmHw jm^ ÜC imd Y we^NhrfRm : 

fidgUoh Xjssar und yisy/ i» h. di» beiden AagriApncto mtmm 
sammenfiiUeii. Auch folgt dieses adHHi ans der Nater der Sadw sdtat» 
Denn ein Sjetem von zwei rieht «Manmenfnliendea Puncteo IdriM W 
jeder Aendemng Arer (segenseMfin Lage «idi liinlliA. SBnmü Kiifte aber, 
angehraoht «n swdi Puncten» deren gegenseitige Lag» beUdiig t wind er - 
Keb iit, l^finnen nicht im Gleiehgewiefate atk», 

. Anders verhUt es aioh, wenn « den swei Pnncten ein drülar 
(<ir»f rO» getrieben von der Kraft (X,^ Fa), hfaMhemsii Die 'vier Gteidh- 
gewioMdbedingnncen dnd an diesem FaHe : 

ix +x,+j[; = o, r+r,+T,»o, 

(A.) { r«— JKy+ r.*i-X,y.+ y,»,-.X.y. » 0, 
/Xr+ry+X,*,+ l,y. + Jl^,+ r,y» » a 
Man naitiplidre von diesra Gleiofaangen die enste» aweite nnd vierte 
reap. nüt — /*, -^ nnd 1, addire sie Ueranf und aetae zur Beatnamm^ 

von f und ^ : 

•o ist aneh 

Betrachtet nun nun /^ ^ als die Coerdinnton eines Pnnetes nnd ba n e i oh 
net die Pnncto («» yX («», yiX («t, yiX (/? /} nnt il, J«, J,» #* nnd di» 
drei Krifte (X, F) etc. mit P» P„ P„ so sind nnob £»} die Linien FA 
nnd FJti resp. aaf P nnd P« reehtwinldig, d. h. IP lat der Dnrehsobnitt 
der aof P nnd Pi ia A nnd d^ ertiebteten PerpendikeL Den so bestunm» 
ten Pnnct F arafs aber nach (iO auch das auf P, in J« erriolrfete Perpen- 
(Ukel trefm, nnd die BeAngnng wegen der daaemden AehnlidJteit be> 
steht hiernach daria , dals «di die drei anf den KrÜ^ in ihrm Aqgridh- 
panoten erriebteten Perpendikel in einem Pumoto F schneiden. 

Noch anders kann diese Bedingnng an«gedrtiekt werden» wenn man 
sich erinoert, dafs die Bichtengen dreier aieh daa 61eidigewiefat halte»* 
den Krifte sich in einem Ponete begegnen (eine Kigensehaft, welohe 
andi nnmitteibar ans den drei ersten der ob^en vier deidnuigen (A,) her- 
geleitet werden kann). Ist nan K dieser gemeinschaffliobe Paaet der 
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Riciltageii tm F, P^ i^a» 4* ^ri"' ^hsn VorigMi nfioige FiOC, F^IiK; 
FAJi nciito Wiokalt «id JT Ifq^t fblglich fük A^ A^^ At w eiiie» Kreine. 

,,So1Im dentHMdi m einerlibehe drriiLrifle aa drei Paacteiit wekdie 
eifi sich ähnlich MtihvodeB Dreieck so bildea genötfiigt M^ im Oleiehge« 
wieMe eeiiii m mä% nSobst deo Bedlosuociui de» G^eiehfewichte Ar den 
fUn^ wmn die Pumle in unaUiaderiioher BoM^itm^ nm eiModer siod, 
auch nodi Ae erfüllt vrOEdea^ da& die drei Ponete nf^denuenigeii, iä welchem 
üioh die Riehloiifra der drei Kiräfte sehiieideiiy in eioeoi Kreise Uegeii.'^ 

Eine leidUe FolfBnnig Ueraue ist, dafs die Wiokely welche die 
Kriile mit eniaoder hüden, den Slippieneatea der Winkel des Dreiecks 
AAiA^ gtetiiAi ^ndf nämlich der Winkel der KriRe an Jx and 4^, sss 
180* — AgAAaj ete. und dafs dedialb/iind wefl beim Gieicbgewichle z¥ri- 
sehen drei Krifien jede Kraft dem Sinns des yon den beiden andeni Kraf- 
isn gebOdeton Winkels proportional bst^ die Kräfte sich wie die ihran An* 
grifiqi^uncten A^ Ai^ A% gegenflber Übenden Seitea des Dreiecks AAiA^ 
verhalten. 

Man bemerke hierb^ noch« wie von dem UaMtaade, daCs der gegen« 
Mft%e Durchschnitt der drei Kräfte mit ihren Angriibpnncten in einem 
Kreise liegt« die Fortdaner des GIeici^;ewicht8 bei der Drahong des Drei- 
ecks AAtA2 in seiner Ebene eine anmittelbare Folge ist Ob nämlich das 
Dreieck gedreht wicdf während jede Kraft ihrer aa&nglichea Richtung 
parallel bk»bt| od« ob das Dreieck in Bnhe bleibt und jede Kraft um 
einen gleich grolsea Winkel inm Auren Angrififpunct gedreht wird, kommt 
hier, wo es sich nur um die gegenseitige Lage handelty oiTenbar auf das- 
«dbe hinaus. Wenii aber drei von J, Ai^ A^ ausgebende Gwaden um diese 
Fonote um gleich greise Winkel gedrdrt werden, so räcken ihre Durch- 
schnitte mit dem durch A, Ag^ At au beschreibenden Kreise um |^ich 
grobe Bogen fort Wenn folglich diese drei Geraden sich anfangs in 
emem Punote K des Kreises schnitteut so wird dieses auch nach der Dre* 
hug noch der Fall sein ; fol^h u. s. w. 

4. Die hu Vorigen Ar eine Ebene anglestellten üntersaehsn- 
gen wollen wir jefact auf dsn Raum ausdehnen. Seien daher bei einem 
fi^rslem von Puncten im Räume dSe Coordinaten efaias derselben fai Be- 
mig auf swei rechtwinklige AxensjsteaM^ ir, y^ % uad tp u, e, so kann 
man setaen: 
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wo o^sCMtr'^ a'sseo8«ii, eto. und/; j^^, die Coordinateo desAnPaiigs- 
ynoolai dw SFstoms der f, ir^v inBeuig «of 4m System dw a^^y,)^ «hd^ 
Hieraus übt fich, wio im Obfgen weiter folgecii% daf«» wenn nreiif 

eetKt and dabei ( «t « oopstanft, % 4|^ ^ r aber und o, 0\ 7% wovm 
äbri^en tt'^ a'MS, eta auf bekaoute Weise abbaii|rei| Terändeclich annimmt: 
dafa dann das System der Puncte, tu welohen (ä?, ^, ^) gehört, bei be- 
liebi^r Aenderung von n, Ojb^e, a^^'\^' aeine Lage aowoU als Ori^iae 
beliebig ändert, alob dabei aber i^eta ähnlich bleibtp 

lat non (i; F, Z) die anf den Pinct («, y, «) wirkende Kraft, 
und aoU «wischen ihr nnd den an den nbrigen Poncten des Systems an- 
gebrachten Kraulen Gleicbf ewicht herrschen, so mtils bei alien VerrüClkun- 
geu, deren das System fähig ist, 

2(Zrfar+ Ydy^Zdz) «= 
aeb. £s findet sieh aber, wenn man bierin V^ dafj iy^ dz ihre aus der 
Ditferentiation von (l) tfTefsenden Werthe B^tt: 

9. S(Xa?+ Yy + Zz)di^^'^X(da + faa'{'Uda ^....) 

Da das Diffierential dm von den übrigen liierin vorkonunendeii 

DiHEenratialeA ambhängig isty so ergiebt sich, als erste Bediogang deft 

Gteichgewiohta, 

"SiXx + Fy + Zz) =« 0. 

Vm die Übrigen Bedingnngsgleichungen zu erhatten, bat mm in dem 
übrigen Theile der Gleichung (t) die Coordtnaten ^ % 9 mittelkt (1) dareh 
X, » z auszudrücken und dann noch die 9 Diftreöfmle d«t, d A , • . .^ d'f' 
auf drei von einander unabhängTge zu reduetren. Ohne aber Aeae etwas 
weiliäuiige Rechnung anzustellen, sieht man schon im Terans, ds6 die auf 
solche Weise zu erhaltenden Bedingungsgleichnngen keine andern als die 
bekannten sechs sein köanei^ welche Statt finden müsseOf wenn die gegen- 
seitige Lage der Angriffspnacte unveränderlich ist Denn da der Abrige 
Theil der Gleichung (S) von m naabhangig ist, so müssen die ans ihm m 
folgernden Gleichungen eineriei sein mR denen, walehe man erhalt > wenn 
man n constant setzt Ist aber n constant, so bleibt sich das System der 
Puncte (Xj y, z) nicht blols ähnlich, sondern auch gleich; folf^ich n. s. w. 
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Der Bedingimi^sgleicliUDgen Ar das Gleicbgewicht aii einem »ob 
ihiillch bleibenden Systeme von PnocteA im Baame giebt ei demoacb in 
Allem mebeii : uämlieh die bekannten sechs 

and die vorbia zuerst g^ndene: 

:S(Xx+Yy^Zz) = 0. 
ft. Znsätze, ä) Bezeicbnet A den Punct (jr, y, z) des Systems, 
P die aof ibn wirkende Kraft (X, i; Z)^ nnd den Anfangspunct der 
Coordinaten, so ist der snmmatoriscbe Ausdruck 

'S(X^+Ty+Zz) ^si^OA.PcosOA^P} 
er ist folglicb nnabbängpg von dem durch O f^eXegten Systeme der Coor« 
dinatenaiien • was auch fdr Kräfte P auf dit Puucte A wirken mögen. 
Cregen wartig aber, wo zugleich 2XssO, STtsO, "SZ^O sein soll, ist 
jener Ausdruck auch von dem Anfangspuncte der Coordinaten unabhängig. 
Denn f&r einen neuen Anfangspunct, dessen Coordinaten in Bezug auf den 
aUeUi s^a^ b, c sind, wird der Ausdruck 

« 2(X(ar — ä) + r(r— *) + -Z(«— C)) : 

und dieser ist von dem vorigen 2(Xap + ....) um äXX + b'Sy+cSZ, 
das keUst um nichts verschieden. 

Die specielle Bedingung, unter welcher Kräfte an einem Systeme 
von Püncteu, welches sich immer ähnlich bleiben soll, hn Gleichgewichte 
sind, kann hiemach fotgeiidergestalt ausgedrQckt werden: 

„Wählt man beliebig einen Punct (0) und multipliclrt jede Kraft (P) 
in den Abstand OPcobOAP ihres Angrillspunctes (A) von einer durch 
den erstem Punct (0) perpendicnlär auf die Richtung der Kraft gelegten 
Ebene, so mufs die Summe dieser Producte Null sein.** 

b) Sind sämmiHche Kräfte mit einander parallel, und nimmt man 
mit ihnen die Axe der z paraJlet an, so werden X und Y Null^ «uid die 
obigen 7 Bedrngungsgleidhuugen reduciren sich auf folgende vier: 

SZ = 0, 'S.Zx = 0, 2Zy = 0, ^Zz « 0; 
d. iL der AngrifTspunct jeder Kmft ist der Mittelpunct der jedesmal fibrigen» 

Denn sind au£ser Z die uhrigen Kräfte Z^ Z, , • . • • und (jtj , y\ , z,\ 
(dTa, Xs, Z2)f etc. ihre Angriiß(puncte, so kann man statt der letzten vier 
Gleiehnngen auch sehreibeu: 

Z + SZ, =s 0, Zi? + 2Z,af| = 0, Zy + SZ^y, = 0, 

Zz + sz^z, « a 
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Die W) bestinunieD Wertlie tob je, y, x, wnd aker di» CsordiBafen 
des Kttelfocta der Kräfte Z,, Z,, .... 

^ Liegen daber die Angrlffiipfliiele aller paralUeit Krifte, Ua nf 
eioen, in einer Ebene, eo moA aocfa der lefxtere in dieeer Sbeae eatbdea 
8ein> venn dae System anter der Bedingung Ueibender AebjiUahkeit In 
Gfeiebgewii^ Terbarren soll. Denn der HtUelpiinct elaee Systeaw paral- 
leler Krüle, deren AngrüspamKe in einer Ebene Begen, Ist gleMiliüla {■ 
dieaer Ebene begriSM. 

Uebrigena siebt man Ten sdbat, wie die jelit guaeUta HcbHaa» 
«dl gehbiger Hodiltcalian anf den Mher bebandelleii Fall anwenAar iM, 
wo die I>nne(e ud die anf rie wirkenden KriR« In einer nnd deraaibea 
Ebene enthalten waren, 

f. Eine beanndere Bctracbtnng wollea wir neeb dem •k^'fVn 
Falle widmen, wenn das System an« Tier Krifte« P, f„ P„ P, kaatett, 
wekbe anf Tier nicht in einer Ebene liegende Ponet« il, ^, Jt, A^ wiAaii. 
B«n>k ataiea beliebigen Dlnften Pnaet O lege bmi Tier Henun perpendt- 
i «lar anf die Ricbtnngen Ton P, P„ P„ P, nad ne««e B, 0„ If„ D^ 

l die Dnrcbaobaitte dieaer Ebene« mit den Bicbtoage« tob P, Pi, .,» Al«> 

dann ist naeb No. 5. «. die apecieHe Bedlagnag den GleiekgewicktB, weiek« 
bei der Anaabme daaemder Aekaliebkeit dea Sjttmm der Aagtü^Mote 
eiflUlt weide« mnfa: 

DA.P + D,A,.P, + 0,J,.P,-i'O.J,.P, = a. 

Man wihle nnn ima Panate O detoenigea, in waUaai aid dni 
aafP, P„ P, reap. in J, A,< A peipendiealir gelegteEbeeea -nhnnidi«. 
aa aied DA, D^A,, D.A, einsla NnlL Enbig« der Bedi^angigteiet^ 
mnCs daber bei dem alao bealinunten uttbDiAt^aO sei«, d. k die dureii 
O perpeadlenlar anf P, gesetete E be n« n«b Pi i« 4, treft«, nnd wir 



„Sind Tier Pincte fai Bum dar|iBtaK bewagUeh, dab die na 
iknea gebildete Fignr aloh immr ikniigh bleibt, nnd aolle« Tier anf r^ 
wbrkead* Krifl« tiA das GUabgowtebt Uta«, ao mub a«laer de« «bm 
Gleicbgewiciite nötbigen Erfordernissen, wea« iSe Paflota hat mit elMriv 
Terbondea sind, aocb noob die Bedingung «tftUt w«i<den, dab die Tier 
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Ebenen, welche fmrch die vier Poncte, jede perpendicnlar auf der Richtang 
der den Punet treibenden Kraft, gelegt werden , «ich in einem Pnnete (0) 
schneiden.^ 

Zum Oleiehgewlefate cwiecben vier Kräften , deren AngriATspüftete 
fest mit einander verbnnden sind, ist utkim ändwen erforderlich^ da& jede 
Gmrade, wdcke die Richtungen dreier der vier Kräfte schneidet, anch der 
Richtung der vierten begegnet Cl-^^uiK der St S. 99. a. ). Wenn daher 
drei Richtungen, wdche nicht in einer Ebene enthalten sind, sidi in einem 
Pnnete K solineiden, se mdfii anch dte vierte Richtong den Pnnct K treffini» 
Bei iOeser specielien Lage der Richtungen laist sich die besondere Bedin- 
gnng des Gleichgewichts, wegen der Aelinlichkeit, auf analoge Weise ab 
wie oben beim Gleichgewichte zwischen drei Kräften, ansdrficken. Es 
mässen nämlich die vier Winkel OAK, OA.K, OA^K, OA^K rechte Win- 
kel sein, d. \l „es mnCs der gemeinschaftliche DarchschniCt der vier Rich- 
finigen in der dnrch die vier AngfUTs^uncte zn beschreibenden Kugelfläche 
Cegen/ 

f Oit Fortsttmar fblgt im JiSchitefi Hefte. ) 
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5. 

Ueber die TraDScendenten, welche aus wiederholten 
Integrationen rationaler Formeln entstehen* 

(Vom Hmii Prot M. S. Kumtner, Dr. phiL ni LMgmIs.) 



IKe Reihen der reciproken Potengsudileii ran der Form 1*^0^ + 3;^+ •••• 

kennen, wie bekannt, wenn der Potenz -Expanent n eine gemde Zahl 
ist, durch die Potennen der Zahl r «miinhrt werden. FOr ungerade Potenxc 
Exponenten aher hat man bia jetnt vergeblidi yermieht, dieaelben durdi be- 
kannte Gröfiseu anszudracken. Et war mir nicht onwahr&M^nludi, dafii 
sich andi diese Reihen dorch die Zahl t und dprch Logarithmen wfir- 
den Summiren lassen. Ich unternahm deshalb , sunaehst nur auf den an* 
gegebenen besonderen Zweck ausgehend» eine Untersuchung der Reihe 

£^ + x^ + qt + • • • • ^^ diese Reihe durdi das dreifiM^he Integral 

— / — jTzri ausgedruckt wird, und da die Methoden, welche ich zur 

Untersuchung desselben anwendete, auch fiSr bei weitem allgemeinere vid* 
fache Integrale ausreichten , so stellte ich den besonderen Zweck als- 
bald bei Seite^ und ging an die allgemeine Untersuchung der Transcen- 
deuten, welche ans wiederholten Integrationen rationaler Formeln ent- 
stehen. Die erste Integration einer rationalen Formel jPdx labt sich 
bekanntlich immer vermittelst Logarithmen und Kreisbogen ausfuhren« Multi^ 
plicirt mau aber ein solches Integral wieder mit einer rationalen Function Q 
und integrirt zum zweitenmale, so erhftk man die Form jQjPdx.dx. Die 
in dieser allgemeinen Form enthaltenen Transcendenten nenne ich loga- 
rithmische Integrale zweiter Ordnung. Wird die allgemeine Form dieser 
Integrale wieder mit einer rationalen Formel B nmltipUcirt und integnrt, 
so erhalt mnxkJRJQJPdx.äx.iWf und ich Mnne die in dieser all- 
gemeinen Form enthaltenen Transcendenten logarithmische Integrale drit- 
ter Ordoung. Multiplicirt man immer wieder mt einer rationalen For» 
mel und integrirt, so erhalt man eben so die aUg^aehien Formen der lo- 
garitbmiscben Integrale vierter » fiHnfter v. s. w. Ordnung. Die logarith- 
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mischen lutegrtle ewter Ordnung, welche nur Logarilhraen und Kre»- 
bogen sindt werden, ab bekannt, übergangen, üeber die loganthmiscben 
Integrale aweiter Ordnung finden sieh in Legendre Eooerdcts de Calcul 
integral nur einzelne Resultale, und erst in neuerer Zeit hat HiU die* 
aelben zu einem besonderen Gegenstande von Untersuchungen gemacht. 
Dieser sdiarfsinnige Analytiker , angereiht durch die glänzenden Erfolge, 
welche die Theorie der elliptischen Functionei^ oder allgemeiner die Theorie 
der in der Form JP^QäJO^ enthaltenen Transcendenten gehabt hat, hat 
eine äinliche Unlersuchung der durch die allgemeinen Formen yiP log (^//.j? 
undyjP.Arctang^.dlr ausgedrückten Transcendenten angestellt und hierüber 
zwei Abbandlungen herausgegeben. Die erste derselben ist in dem gegenw. 
Jbumüte der Mathematik Bd. HL abgedruckt, die zweite aber, unter de« Titel 

8pecimen exercitii analytici fknctianem iwleffralMi/~lag(^i^Qxcos(i'\-x^) 

tum quoad amplitudinem tum quoad modulum camparandi modum exhi- 
bentis, Londini Gothorum iSSO, scheint, als akademische Gelegenheits- 
schrifl, nur wenig bekannt zu sein« Eine neue Behandlung dieser logarith- 
mischen Integrale zweiter Ordnung wird den ersten Theil der gegenwär- 
tigen Abhandlung ausmachen. Obgleich nämlich BStt in seiner zweiten 
Abhandlung die eine dieser Transcendenten so vollständig behandelt hat, 
dafis wir, auf die wesentlichsten Eigenschaften derselben uns beschränkend, 
f&r dieselbe nur wenig neues hinzulugen können, so erschien uns dennoch 
auch diese einer neuen Behandlung werth, weil die von HUI gefundenen 
Besultate sich alle uodi aufserordentlich vereinfachen lassen, und weil liach 
der Methode, welche wir zum Grunde legen, die Resultate i die bei HUI 
vereinzelt dastehen und fast alle nicht sowohl entwickelt, als vidmehr 
nur aufgestellt und mit besonderen Beweisen verseilen werden, aus einer 
gemeinschaftlichen Quelle abgeleitet werden können. Aufserdem wird ehie 
neue Behandlung dieser Transcendenten durch die Wichtigkeit des Gegefr* 
Standes gerechtfertigt Denn wenn vnr gleich nicht so weit gdien wie 
BBli, welcher diese Itieorie fSr wichtiger und nützUcher hält als die Theo- 
rie der eUiptischen Functionen, so Rauben wir doch, dafs aus derselben 
der Analysis eine schöm Bereicherung erwadise. Der zweite TheÜ der 
gegenwaKtgen Abhandlung wird die Theorie der logarithmisoben Integrale 
dritter Ordnung enthalten. Für diese ist bisher noch &st gar nichts ge- 
tlmu worden, so dafs, mit Ausnahme geringer Einzelheiten , alles was wir 

10* 
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fttor dieadbeii sagen werden, flir nea va aachten Ist Ffir die logarttlK 
miedieA Integrale liöiMrer O^nungen laaaen wir die AI^eoMiolielt der 
Vnterendiaag fidlen, da eine nur einfgermafiMn voUstiUidige Theorie dec^ 
nc^n na n weit fittren würde, nnd da andh die Formeln, wekAe ih 
Eigenadiaften dieaer l<^;arithnii8elien Integrale auadrueken, tat jede lio-* 
liere Ordnung bedeutend weitlauftiger warden. Deshalb aeochrinken wir 
una Uer darauf, für die logarithnuseben Integrale Tierter und fiknfter 
Ordnung nur die Gmndeigenschaflten der rfnfiwhaten in ihnen enthalte- 
nen Tranaeendenten zu entwickeln, die mit der Reihe -p-+'|ir + lr+**'- 

in einem aolcben Znaammenhange stehen, da(s die gefundenen BigeusdmC- 
ten derselben riiA auch als Eigenschaften dieser merkwftrdigen Reihe dar- 
stellen lassen. 



Krater ThelL 

Veber die loguithnuseheii Integrale »weiter Ordnoiig« 

Logarithnusehe Integrale zweiter Ordnung sind nach unserer Br« 
klarung die iu der aUgemeinen Form fQfP.ix.iXf wo P und Q 
rationale Functionen von x sind, enthaltenen Transcendenten ; sat Ann« 
sehluis der Logarithmen und Kreisbogen. Darum haben wir zunächst diese 
aHgeareiae Form in ihre einfachsten Bestandtheile zu zerlegen und so 
die einfachsten Formen der logarithmischea integrale zweiter Ordnung za 
ancheo. Es kann zunächst aagenommen werden, dafs P und Q rationale ge« 
brochene Funetionen yen x mnd, von der Art^ dafs sie keine ganzen Theile 
enthalten, oder, was dasselbe ist^ daia in den Nennern derselben höhere 
Potenzen von x vorkommen als in den ZäUem ; denn ist dies nicht der Fall, 
so kaan man die ganzen Theile davon absondern und f -|" & ^^t^ Q und 
f'\^P statt P nehmen, wo q und p ganze rationale Functionen von x 
sind; dadurch zerfaUt danu das obige Integral in folgeiide vier: 

fqfpdx.dx, fqfPix.dx, fQfpdx.dx, fQfPdx.dx 

Da nun das Integral einer gauzen raiionaten Function von x wieder eine 
solche Function ist, so ist klar, dafs das erste Integral nur eine ganze 



Fnctioii gidbt» md dtOi dts zweite und dritte nur LogarithmeB iiad KrauH 
bogen endinlten. Es Ueibt daber nnr das vierte Integral nbrigi iL wel- 
chenP ond Q keine gannen Theile mebr entbalten* Werden non P and Q 

in Partialbrache von der Fem .^ .^^^^ serlegt, mo 0, i, € aaeh inagi- 

nir «ein Mmnen nnd m eine ganne pciitive ZaU ist, ra BerfiUlt daa aü- 
gemeine Integral von adUbat in eine jSnnune mehrerer dnselner Integrale 
▼en der Form 






/ 



fieaea Integral l^ann aber, wenn m nd n nicht beide zugleich der Ein- 
ftit gleich aiad, immer rational oder durch Logarithmen ond Kreisbogen 
itegrirt werden, so dad wieder nnr der Fall mssl nnd 11 ss 1 za be-* 
■achten fibrig bleibt Fttr diesen Fall aber eritiUt man durch AosCUurong 
Integratii 

Setxt iMU jetzt, um zu verein&chen, 

SO wird h^c.x ss i-i-Xi/^ imj ^ Integral geht in folgende zwei 
•her: 

Da das zweite dieser Integrale nur einen Logarithmus giebt, so vsi Jm 

*r ' ha Grunde das einzige in der obigen aligemeinen Form 

mithaltene. Da aber z auch imagmar sein kann, so zerfallt dasselbe, wie 
wir aUbald zeigen werden, durch die Sonderung des realen und imaginären 
Theiles, in zwei verschiedene. Es ist zwedonafsig, för dieses Integral 
^ besonderes Functionsaeichen einzufuhreoi welches demselben namentlich 
dann zakommt^ wenn z real ist; wo dann der Buchstebe x dafür gesetzt 
werden soU. Da femer Ix nur fär positive Werthe des x real sein wdrde, 
se wollen wir dafür l{±x) seteen, unter der Bedingung, dafs ^x immer 
positrv zu nehmen sei; denn die Bedingung, dals x nur positiv sein darf, 
wfirde den bald zu entwickelnden Formeln eine störende Besehrank aog 



i 



/ 
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auferiegeti «). Als FuBctionsacteben (ttr dieses Integral wAhle Ich den 
Badwtaben J, and nehme das Integral so, dafs es zugleich mit w ver- 
schwindet, also 00, da£s 

Wenn aber z im^i^iiir i«t, w nebme ich zs^atiP^ wo ar md a renl sind 

wird dieses Integral 

1 + ar«^ » 

oder, durch Trennung der realea und imaginären Tbeile, 

Sondert man hierron wieder diejenigen Tiieiie ab, welobe dorcfa LogarHbmen 
und Kraisbogen sich integriren lassen , so bieiben nur die beiden Integrale 

als die einzigen realen Integrale fibrig, welche in der oben aufgestellten all- 
gemeinen Form enthalten sind; denn das Integral A{x) ist nur ein specieller 
Fall des ersteren von diesen, welchen man erhalt, wenn man a 8= nimmt. 
Wir nehmen auch diese Integrale so, dafs sie suigleich mit x yerschwinden 
und bezeichnen dieselben, als Functionen zweier Teränderlichen Gröfsen, 
durch D{m0 a) und E{x, a), so dirfs 

D{x, a) = /" f(±^)(xH-co««)rfx 

"^ ' ^ J^ l-t*2apco8o-|-x* ' 

1»/^ ^x /•* /(iar). sin«, rfar 

^ ' ^ •/ l + 2«co»a-f-JP* 

Die imaginäre Function A{x^^ wird nun durch die Functionen D{x, €() 
und E(x, a) auf folgende Art ausgedruckt : 

A(x^) = D{x, a)-a Are taug j^p^^+iE(a?, a) + ^/(l+2a?eesa+a^). 

Es hat jetzt durchaus keine Schwierigkeiten, irgend ein gegebenes Inte- 
gral von der Form fP/Q äx 4xy unter welche Form auch die tou HiU gt^ 



*) Uebendl wo Logarithmen ans der Integration rationaler Formein entstehen, 
vrie es hier dorchgehends der Fall ist, kann mah unter dem LogarithraenseMien mit 
gleichem Rechte beide Vorneicben -f* snd — gelten lassen, tind diese sind dann^ wo 
es sich um reale Grolsen handelt, so zu besUmmeD, dafs die Quantit&t, deren Lon» 
rithmus ZQ nehmen ist, immer positiv seL Deshalb ersndieii wir den Leser, zn den 
s&mmtUdien Logarithnleiizeiehen^ welehe in diessr AMandhmg vorkommen werdsn, 
sich immer das Zeicheu + hiiizu?.udeidcen und es SO sn besUismeni dab dadurdk 
die Grfiisei vor welcher es steht^ positiv werde. 
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wiMtenFomen /PbgOif^r vnä/PÄxcUmgOd^t getöreo, durch ratio- 
nale Fnnctioiieiif durch LogBrHhmen ood durdi die beiden Fonctionen D(Xß a) 
und E(s, a) %n integriren. Za diesem Zwed^e darf man ntir^ wie wir 
es gesagt habeni dordh Zerlegung in Partialkrttdie das Integral in Theile 
zerlegen I welche sich rational oder nur durdi Logarfthmen und durch 
^ Fonction A integriren laasen. Die Functionen Ay welche unmögliche 
GröiCmi enthalten, seiiegt man aladann nach der hier gegebenen Formel 
in Functionen D und E und Logarithmen und Kreisbogen } und eben so 
uerlegt man, nach bekanntea Formehi, die unmöglichen Logarithmen in 
Logaridunen und Kreisbogen: alsdann verschwinden die unmöglichen Grö- 
Isen von selbst und man hat die verlangte Integration ausgeföhrt. 

Die beiden Integrale D(Sy a) und E(Xy a) nehmen noch eine ein* 
fächere Form an, wenn statt x eine andere verändwliche Grölse u ein- 
geführt wird, welche durch die Gleichuog 

bestimmt ist. Hierdurch wird nimlich 

\am{u + uy / J% \sm(ii-f-sy 

Diese Substitution seigt auch, dafis das Integral E (x, a) sich in einfadiere, 
nur von einem Elemente abhangige Integrale von der Fwm /*l(±emei)dm 
xerlegen läfst. Diese Integrale aber lassen sich wieder durch die speeielle 
Function ii7(-*lf a) ausdrOcken, so dals die allgemeine Function E(Xy a) 
sich immer durch Functionen derselben Art ausdrflcken lAfst, in welchen 
das erste Element den bestimmten Werth — -1 hat Um dies u xeigen 
4ifRereniire man £r(x,a) ia Beziehong auf a, welehes 

ipebi Hieralis folgt f&r xas — 1 

^'^7a' "^ ** — i/(2 — 2cosa) 83 — /(2«nia), 

abO) dnrdi Integration, 

£(—1, a) sBs ^yV(sin^a).ifa^a/2 4*ooa8ty 
«od» wenn asB2tf gesetzt wird, 

/l(jnnu)du s= —^Ei—i^ 2«)— if/2 + coa8t. 



ee bftt maa 

£(«>, ft) SB ilS{— 1 « 2«) -- (fl(^ 1, 2« + 2a) + oonsi 

nnd endKch, ttmh 4i6 Coasti^le dnndk u se 0, und aoeb « bm 0, iMlioal 
wirdy ffo bat man 

Äfap, a) == iÄ(— 1, 2iO+|Ä(— 1, 2(8)— ,iK(-.I, 2li + 2(») 

— sin 14 

Da die Iptegrsle I>(4^ a) und 17(9^ a) die einfaclwte Gestalt erlialfeii, 
wenn a? = -7--;^ — r — r gesetzt wird, so werden wir in der Folge eintacher 



"(s^- «) *«* fl(H, ») 



bezeichnen. Da jedoch einige der asv eatwiekeloden fforaela sich 
ter ausdrOeken lassen, weao dem x sein nrsprflnglidier Werth gelassen 
wird, so werden wir anch ferner von den Functionen jD(dr^a) und E(Xj(t) 
Gebranch machen. Zu erinnern ist, dafs man nicht meinen mflsse, D(x,a) 
und D(u, a) seien einander gleich filr xssu: sie sind vielmehr einan- 
der gleich, wenn x = ^^^^ T* genommen wird« Eben so ist es mit 

E(Xj CL) und JSr(u, a). Diese Function ist zwar durch & eiofiichere^ mir 
von einem EUemente abhängige l'unction ISC^*— 1, a) fiberflus^ gemacht; 
da sie aber viele einfache Bigenschafteu hat, welche denen der Function 
D (u, a) analog sind, so werden wir audi sie beibehalten* 

Die hier gegebene Zerlegung der allgememett Form des Integrales 
fPfQ ix dx in seine einfachsten Bestandtbeile enthält ungefähr die Besul- 
täte der ersten Abhandlung von HM; denn die daselbst untersuchten all- 
gemeinen Formen J*P IQ dx unA J*P ArciangQdx sind beide in der obi- 
gen Form enthalten. Den. einfachsten Functionen aber^ welche in dieser 
Form enthalten sind, haben wir etwas andere Gestalten geben müssen, 
nicht nur weil so die Eigenschaften derselben einfachere Ausdrücke anneh« 
meu, sondern auch um die Analogie mit den später zu entwickelnden loga- 
rithmischen Integralen von höheren Ordnungen zu erhalten« 
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§• 9. 

Wir entwiokelii nun zuerst die Gmndformelu fOr die Functioo A(x); 
deon wenn gleich dieselbe nor ein specieUer Fall von D{x^a) isti m 
dient sie doeb der ganzen Theorie der logaritbmiscben Integrale zweiter 
Ordnung zur Grundlage , da die Gronformeln der B^inctionen D(Xj a) und 
E{Xj a) sieb leicht aus denen der Function A(x) entwickeln lanen. Die 
im §• 1. gezeigte Zierl^^ung des Integrals fP/Q dx ix in seine einfacb- 
sten Bestandtbeile gi^ hier sogleich eineMethode, welche hinreicht, eine 
unendliche Zahl von Formeln fflr die Function A{x) zu finden. Setzt 



man namlidi statt x irgend eine rationale Function ^ von der Art, dab 

f 

p^ q und p^g nur reale Factoren ersten Grades enthalten, so hat man 

Zerlegt man nun dieses Integral nach der oben geze%ten Methode in seine 

einfachen Bestandtbeile, so erhalt man A\—) ausgedrflckt durch ein Aggre^ 

gat derselben Functionen A und durch Logarithmen, welche alle real sind, 
indem wir vorausgesetzt haben , dals p , g und p + q nur reale Factoren 
ersten Grades enthalten sollen. Die einfachsten Formeln dieser Art wird 
man unstreitig erhalten, wenn mau flir p und q ganze rationale Functionen 
ersten Grades nunmt Es sei deshalb p=sa+bx, q^c+dx, so wird 

.( a + hx \ r,/ a-f6x \ (6c— ad)d3t 

und da 

h e^^ad b- ^d d 

(o+dx){a+e+{b^d)x) ^ a-^c + (b+d)x l + dx* 

SO wird dieses Integral in folgende vier zerlegt ; 

.(m±bx\ _ fi(a + bx).(b + d)dx _ f t{e+dx)(h+d)dx 
^\c+d«/ "■/ a^c^{b+d)x J a + o+(*+rf)« 

/ l{a^hx).d.dx . fl{c+dx).d.B x 

DrAckt man diese vier Integrale einzeln durch die Function A und durch 
Logarithmen aus, so erbalt man, nach einigen leichten Beductionen des loga« 
rithmischen Theiles, 

Crdle** lomal 4 M. 84. XXI. Bft 1. 11 
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Die grofke AUgeiiieiahdt dieser Formd, welche fänf von einander onab- 
haogige, nach Bdieben zo bestunmeade Gröfaen enthalt, ist nnr scheinbar, 
da die Anzahl dieser Gröfisen dnrch passende Substitutionen sich aof zwei 

einschranken lä(8t Setzt man n&mUch ^^^^t^s^^c [^ 

halt die Formel die einfachere Gestalt : 

4^T^) - ^(-y->- v'(^) --<(-») +i('fE;)"+C«'<^ 

Nimmt man Const ss — A( — y) — C und verwandelt wieder z in x^ so 
kann suui die Formel auch so darstellen: 

Die Constante C in Aeser Formel ist von s nnabhingig. Da man aber x 

und y mit einander vertaosdien kann, ohne daCi die Formel sich änderte» 

so mols diese Constante auch von y unabhängig sein, und deshalb ist sie 

rein aumerisdu Ehe wir diese Constante allgemein bestunmen, wollen wir 

den speciellen Fall betrachten, wo y^mx ist. Fflr diesen gdit die Glei» 

chung über in 

J^^af") = 2J(—x) + 2J(x) + C. 

Setzt man zur Bestimmung der Constante jpbsO, so erbalt man CsaO; und 
dieser Wwth muTs in dem ganzen Intervalle von^ss— oo bis ^sss^-oo 
gfiltig sein, weil in demselben keine Diseontimitat eintritt« Man hat daher 

1. ^(— a?) « 2J(r-x) + 2J{x). 
Um nun die Constante der allgenieineren Formel zu bestimmen, muis 
man zunSchst bemerken, dafs die Continuitit der darin vorkommenden 
Functionen unterbrochen wird, sobald 1— ht oder 1 — y aus dem Positiven 
ia^s Negative äbergeht, und umgekehrt'; sobald aber die Conliniiitat unter- 
brochen wird, kann auch die Constante der Integration plötzlich ihren 
Werth ändern. Deshalb sind hier vier Fälle zu unterscheiden, fOr welche 
die Constante besonders zu bestimmen ist; 1) wenn 1 — x positiv und 
1 — y positiv, t) wenn i^-x positiv und 1 — y negativ, 3) wenn 1 — x 
negativ und 1 — y positiv, 43 wenn i-^^x negativ und 1 — y negativ ist. 
In dem ersten Falle findet mau, indem man xseiO and ys=^0 setzt, auch 
C = 0. In dem zweiten Falle setze man orssO und ys=2, so wird 
Cs — 2A(—2\ und man findet denselben Werth der Constante för den dritten 
Fall, wenn man x =s 2 und y «i se(zi. Um endlfeh die Constante ffir den 
vierten Fatt zu bestimmen setze jaan x^sz2 und y^=s2, wodurch man erhält 
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Ji'^)^2J(r^2)+2J(2)+C DieflerWerili der CoD0(Mite wird Temöge 
Fomel (1.) SU Cs 0. Die Conetaiite der allgemeiiiea Formel hat also nw 
die beiden verscbiedeneii WerAe Cs=0 nnd Ca— 2ji( — 2)^ und zwar 
den ersten, wenn 1— *x und i^y gleiche Voneichen hahen^ den zweiten^ 
wenn die Vorzeichen dieser GröAien verschieden sind» oder, was dasselbe 

ist: er ist CssO wenn j— - positiv und C=3 — 2^(— 2) wenn ^ZT' "^^ 
gativ ist. &etzt man in der allgemeinen Formel för den zweiten dieser 
FiUe t — x^M^w und 1— -yss — w und nimmt w unendlich klein, so 
eritiOt man Cb— 3^(*-l> Es ist daher 2^(~2)b3^(— 1}^ und da 
^(_l)ail+^ + ^ + .... = ^, so ist C=-^. Wir haben daher 

folgende Grundformel fftr die Function J^ 

2. A(r-sy) 

WO CsssO wenn j^ positiv und C5= — ^ wenn -—^ negativ ist 

Diese Formel stisunt mit derjenigen ttberein, welche Bill in seiner zweiten 
Abhandlung angestellt und duidi Differenziiren bewiesen hat Da aber 
nach der von HUI gewählten Deinition der Function J(x) dieselbe imaginär 
wird 9 sobald 1 — x negativ ist^ so konnte er nur den einen Fall betrach- 
ten, wo 1 — s und l^y beide positiv sind. In dieser Formel sind alle 
bisher bekannten Eigensdmften der Function J(x) als specielle Fälle ent- 
halten ; welche wir jetzt aus derselben ableiten wollen. 

Setzt man y == — nnd verwandelt sodanu x in — Xj so erhält man 

a A(x) + J(^) « iil±x)^ + Kf 

wo K s— -^ wenn x pomtiv und K^ss ^ wenn x negatir ist 
Setzt man y =s 0^ so erhält nmn 

4. yi(-*)+^(t~) = 4(/(l-*)y+Ä; 

wo £«0 wenn t-^x positiv und £l=s^ wenn 1 — x negativ ist 
Verwanddt man hierin x ui 1— -dp, addirt die so erhaltene Formel zu je- 
ner und verwandelt die Summe der beiden Functionen j^~^+j^--^Zf^^ 
nach Formel (3), so erhält man 
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Sobtrahirt man fenier (4) und (5) von einander nnd Terwandelt x in 1— jr> 
M hat man 

wo £l SS ~ wenn » posithr und Kmm—^ ^ wenn x negativ ist 
Verwandelt man endlich hierin wieder x in ^ , so hat man 

WO Kss — ^ wenn 1-— jr posRir nnd JKss -(- ^ wenn 1-— « m^tiT iat 

Diese Gleichungen (8 bis 7), wdche wir aus der allgemeinen Fomel (f ) 
ahgeieitet haben, enthalten die einfachsten Eigenschaften der Function Jix}f 
indem sie nur zwei solche Functionen mit einander verhindeUf deren Sumne 
oder DSTerenx sieh durch Logarithmen ausdrOcken lACst. Durch dieselben 

kann man aus dem einen bekannten Werthe der Function ^(—1) « 4- 
noch mehrere andere Werthe dieser Function aUeiten. Seist man ni For- 
mel (1) « 8 1| so hat man 2^(+l)+.i(— l)8iO, also ^(+1)»— ^. 
Setst man weiter in der Formel (ft) «a 2, so hat dum ^(-—2) mi 
''^ — ^(+1)» aiM >f(~2)s^. Seist man endlich «asi in FormeI(6X 

so ist ^(— -i-)s=i(ii2)^+^« Adser diesen lassen si<A nodi ein%e a»- 

dere besondere Werthe i» Function jt(x) dnrdi Logarithmen und duitb 

die Zahl r sosdrOekeo. Ninmt auui ■imlicb or <= * , welchen Werik 

f - 
ich knra durch r bexdame» so ist r*8B 1— «r, mtr: abo erliitt leaa 

durch Forsel (t) und (6) 

Wortes durch BUmiflation des A( — r^) folgt; 

* J(-r) + 2 A{r) « 2 (/r)» + ^, 
Femer gieht Fonod (<), wenn x — r gesetxt wird. 
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und aus diesen beiden Giejchnngen erhalt man sogleich die Werthe von 
J(r-r) nnd A(+r), nämlich; 

Hieraas aber kann man dorch Anwendung der Formeln (3 bis 7) leichi fol- 
gende ableiten: 

Einige andere Formeln, welche als speeielle FäBe in der Formel (8) 
enthalten sind, in denen aber mehr als xwei Functionen ji vorkommen, 
sind folgende: 

8- ^(— 4dr(l— *)) «= 2^(— 2«) + 2^(2*— 2)~i^. 
mQ KsaO wenn l~dr positiv nnd Kss-^-y wenn 1 — x negativ ist 
wo £ls=0 wenn 1 — x positiv nnd £=s. ^ wenn 1 — x negativ ist. 

... j(,^-ij^-^=4'^>}+4=^)-i{,^y+K> 

WO ÜCsssO wenn j^^ positiv und ÄCss — -^ wenn j;T~ nq;ativ ist. 

Die Formel (8)istaa8(S) entstanden, indem x iü 2x verwandelt und 
j-6b:2 — 2x gesetzt worden ist, nnd die Formel (9) durch den besonderen 
Werth yssl — ^t mit Zuxiehang der Formeln (8) nnd (3). Femer ist (tO) 

ans (8) entstanden, indem x m -^ verwandelt and ys=^^— . gesetzt 

worden ist, und Formd (11) durch den besonderen Werth yss — x^ mit 
Anwendung von Formel (!)• Uebrigens ist klar, da& sich diese Formeln 
Mfserordenllich vervielfältigen lassen, da dem y in der allgemeinen For» 
mel alle beliebigen Werthe gegeben werden können. Man kann aber auch 
die in diesen Formeln vorkommenden Functkuien J mit Hülfe der obigen 
ffinf einfachen Gleichuogen umformen , uud diese Verwandlungen lassen 
sieh aueh mit der allgemeinen Formel (f) selbst vornehmen, so dals sie 
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Tiele verschiedeDd GesUlten anninunt Vemmdelt mm s» B. die rtorte 
und fänfte Fuoctioa J dieser Fomel nack Fonnel (4)9 se erhik naa 

1«. Asty) B 

WO immer £ ss 0, mit Ansiiakme dee Falles, dab 1 — ar and 1 — y gleidie 

Voreeidien habea und \—xy das eatgegeogeaetste von den wenn iCsss «* ml. 

Besonders merkwürdig ist folgende ümgestahnng der Formel (S), bei 

wddier der logarithmiscbe TfaeU ganz rerachwiadet Um dieselbe n erimlten 

verwandle man in der Formel (S) Konidmt y* in — « Dieses giebt 

Fecaer ^rarwandle mam !■ dieser Forael wieder « ia *^ T^^ oadria 

--y(t-— >^ ,0 erhilt UM 

Addiri man jetzt diese beklen Formdn and die nrfl|irln(^idie (S) md 
fihrt die YareinfaGliinigen aus, wdiAe die Formel (8) gewihri, so er- 
hfitt Bum 

2^(-x) + 2^(-ffiE^^ + 2^(^>) + C, 

■ad es ist C S8 0, mit Aasnabne des Falles, weaa y aad 1— •« beide ae- 
9rtiT sind, fär welcben Fall Cs— 2r^ ist. Setai aaa ia dwaer Fomel 

«astaoga.taagß, ys:— ^|, so aiasit sie UA^/baA» Gestalt aa: 

14. ji(t»n^a) + ^(iMag'ß) + ^(taa6«(a + 15)) = 

2J(— taBg«itaagj5)+2.i(— taafatang(tt+|5))+2.f(— taag|5taag(tt+ß))+C; 
wo Css ist, mit Ansaahaie des Falles, dals taaga aad taagß riciolm 
Vaneiclien iiaben und taBg(a+ß) das ca t geg e agta etate voa dem waaa 
C«s— Sir* ist EtDCD einfacbea speeieOea Fall der Fonael (It) erbSH 
maa, weaa man r= — t setzt, aiididi 
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WO CssO wenn 1— ^jr ponthr und 0=^ — 2^* wenn 1-~jp negativ ist 

Alle bisher gefundenen Formeln liaben wir dadoreh abgeleitet dafo 
wir in dem Integrale, welches die Fonction J(si) darstellt, statt x eine 
rationale gebrochene Function ersten Grades snbstituirt und das Inte» 
gral sodann nach der allgemeinen Methode der Zerlegung in mehrere an- 
dere Eeriallet haben. Wir haben ferner bemerkt, dafs die Methode mit 
demselben Erfolge auch angewendet werden kann, wenn für x irgend eine 
rationale Function von höherem Grade gesetzt wird. Wählt man hierzu 
die allgemeine Form einer rationaten gebrochenen Function zweiten Gra- 
des, 80 erhält man eine andere noch allgemeinere Formel als die For* 
mel {t)y in welcher, wenn die überflüssige, nur sdieinbare Allgemeinheit, 
welche die vielen von einander unabhängigen Grö&enzeichen anzeigen, 
durch passende Subslitotiooeu aufgehoben wird, noch vier von einander 
unabhängige Quantitäten flbrig bleiben, die aber nicht weniger als 25 he* 
sondere Functionen J enthält. Beschrankt man sich hierbei auf speciellere 
Fälle, so vermindert sich zwar bei passender Bestimmung einer oder meh- 
rerer der unabhängigen GröCsen die Anzahl der in der Formel enthalte- 
nen Functionen A beträchtlich: aber die einfachsten speciellen Falle sind 
immer nur diejenigen, fär welche die rationale Function zweiten Grades 
in eine ersten Grades übergeht; welche Fäle also schon in den hier ge- 
fundeneu Formeln enthalten sein müssen. Wir wollen deshalb diese For- 
mel, welche eine rationale Function zweiten Grades giebt, und um so mehr 
die höhereil Graden entsprechenden übergehen und es bei den oben gefun- 
denen Formeln, welche die einfachsten Eigenschaften der Function J{x) 
awdrOcken, bewenden lassen. 

8. 3. 

Wir haben nun noch zu zeigen, auf welche Weise die Werthe der 
Function A{x) zu berechnen sind, und wollen deshalb zunächst den Gang 
dieser Functioa genauer untersuchen. Da der erste Difierenzialquotient 

» 

derselben, ^^^ von x^=s — oc bis j^rs-f-l negativ ist, vonjras+^ ^^^ 

x^^-j-^ aber positiv, so nfmmt die Function J(x) in dem ganzeu ersten 
Intervalle eontinuirlidi ab) in dem zweiten Intervalle aber nünmt sie oon- 
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Unuirlich sn, und flr x = 1 Int sie ibr Hblam ^(l)s— ^ 
Da ferner J(0)bbO ist, ao folgt, daCi ^(dr) llr alle ne^tfiTea WecAe de« 4r 
poritiT, far positive Werthe des » aber >#(«) anfila^idi ■qpOiv ist, Kb ea^ 
wenn x widiat, wieder po«tiy wird and dami nüt s soglnck ios Mwndii e he 
wachse FAr sehr grofse poottire Werihe des x tat aiatidk ^(jp) aelr 

nahe gleich iC/«)*—^» «nd ftr sehr grolse MgaüVe Wertbe des jp sehr 
■ahe gleieh i(/— jr)*+ ^; wie imiMtteHbar an der Fonnel (S) herrorgelt 

Daaut BMB sich tob dea Ciaage fieser FnetioB eine genaaere VorsteDaig 
baden kAnn^ haben wir folgende Weitbe deradben berechnet 



^(0 

J(2 

Ai8 
-'(10 



(V)oooooooooa 

—032246703342. 
— 0»67534635647. 
—0^1637539993. 
—0,13878509442. 
+ a 13444649368. 
+ 0^39666068475. 
4- 0,646244355891 
+ 038332406176. 
•f 1,108632779491. 
+ 1,32308002285. 



ji 
A 
A 

A 

A 

A 
A 
A 
A 
A 
A 



1) 
2) 
3) 
4) 



1,64493406685. 
2«467401 10027. 
3,06168013373. 
3,5843094876t. 



- 5) — 4^1487386385. 
. 6) BS 4^9421319291. 
. 7) *s 4^73487611794. 

- 6) s 5/)450961112& 
• 9) SB 5,3306100676a 
10) SS 5,595597845091 
-11) SB 5,84321195371. 

wird, liegt, wie 



Der sweite Werth des «^, fükr wdohen ^(dr)csi 

diesCT Tabelle sieht, a wisc hen 4 nnd 5: dersdbe ist, wie wir dnrA g»> 

nane Becbna^ gefbnden haben, j<(jr)sO für x s 4^50374185563. 

Die Berechnvsg der ainaer is cbca Wertbe der S'aBerioa A'^x) wird 
dordi die oben gefuadeaen Feiaeln anlserordsatlidi erleichtert. Zanäehst 
«eigen dieselben, wie alle diese Fnnetionen sieh nnf andere redneircn 
aea» fo welche * in de« Intervalle 4p«bO bis x^ — |, 
de« Intermlle are—1 bis« s—1 liegt Dnreh die ror«ei (S) kann 
nnädiat jede Fnnctira ^(ar), In wdcher Xy to« Yorfeichen shtfrinhc«. 
grölser ab 1 ist, in eine andere verwandeln, in welcher x Ueiner ab 1 
ist; es bleibt also aar das lalervall «K—1 bis X SS -f-l. Dnreh die F«r- 
«el (4) wird femer jede Fnnetion ^(x), in welcher x b den Gi«n«i 
x=K +1 bb X SS liegt, a eine andere verwandelt, b welcher x b dea 
xss— 1 hb x=0 Ibgt; nnd dbses InterrnB wird endBoh teck 
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die Fomel (5) auf die Hälfte redocirti jo dafir man abo die Fonetloa J(et) 
nur füir diejemgen Werthe dea x beseodera asa berechnen hat, welche in 
den Grenzen «ss-~^ bis draO liegen. Das Intervall — 1- bis läM 
HBoli vermittelat der gefondenen Forai^ weiter einschränken, aof — | bia 0, 
dienen wieder auf — i bia und dienen wieder auf — ^ bis und so fturt 
in'a unendliche: oder es laist sich jede Function j1(x) durch andere sol(Ae 
Functionen ausdrucken, deren Elemente negativ sind und von so wenig 
Terachieden^ ab num nur wflL Um dies zu zeigen, nehme ich die For* 
nel J( — a?) = 2^( — x)'^2J(x) und verwandele in derselben A{ — x) 
nadi der Formel (4), wodurch kk erhalte 

wenn 1 — x positiv ist Biit Hülfe dieser Formel wird jede Function J(x)^ 
deren Element x in den Grenzen — f und — ^ liegt, durch zwd andere 
ausgedruckt, deren Elemente in den Grenzen — ^ und' liegen. Femer 
wird durch dieselbe Formel jede Function J(x)j deren Element x in den 
Grenzen — i und — i liegt, durch zwei andere ausgedruckt, deren Ele- 
mente in den Grenzen — ^ und liegen. Von diesem Intervalle wird 
wieder der Theil zwischen — ^ und — i durch den anderen Theil be* 
stinunt, und es werden so nach einander noch von dem Intervalle — i bis 
die einzelnen Intervalle — ^ bis — f, — i bis — \ n. s» w. abgesondert« 

so da(s nur das Intervall bis bleibt, in wdchem man n so grofs 

machen kann, als man will^ Es liefse sich, wie man leicht sieht, hierauf 
eine Methode der naherungsweisen Berechnung der Function j4(^x) grün- 
den, welche jedoch von keinem practischen Nutzen sein wurde, da die 
Annäherung an den Grenz werth ^(0) viel zu langsam ist. Eine oder 
zwei solche Eeductionen aber, welche das Element x der zu berechnenden 
Function kleiner als — ^ oder kleiner als — l machen, werden in vielen 
Fillen f&rderlich sein, da die Function ji(x) am leichtesten durch eine 
einfache, nach Potenzen von x geordnete Beihe berechnet wird. 

Cm die Reihen - Ent Wickelungen des Integrals J(x) zu erhalten, ver- 
wandle ich dasselbe durch theilweise Integration in 

Wird nun l(l+:r) in eine Beihe entwickelt und die Integration ausgeführt, 
so erhalt man 
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i, Kummtr, Über uMtrhoU* Ltttgruliane» raHonahr Farmtbi. 

W. A(x) = l*/(l+«)--(5 — g + |J .) 

ia den Omnen ^r ss— 1 bis at =b +1. Aw ditter Beihen-Bntwickeluv 
ttUnt naa Bogleidb nodi (oof udere> iidea man wut Hälfe der fünf ete- 
ftdien Gldchnngen (3 bis 7, §. 3.) die Fanetion J(*) omfonnt und als- 
dann dm«b eine passende SobstUdtion Ar »i J(x) wieder herstellt. Diese 
B^en sind 

WO £ ^=s — ^ ist, in den Grenzen jr=s4-lbis4raB-|-o0y 



»» 



and £ =s -f- -3- in den Grenzen « = — oo bis « =s — 1} 
«. ^(,)=.^_(«±H+<ifcSl+(J+£)l + ....) 
in den Grenzen xss — 2 bui op ex 0; 

WO £ SS — ^ iat, in den Grenzen ^ =s bin jt ss oo^ 
und £ SB -f»^ io den Grenzen x ss — 00 bis jc ss — 2| 

in den Grenzen x es — ^ bUr jt =s ^ oof 

in den Grenzen x :=s — oo )m x tsz — ^. 
Diese Reihen -Entwickelangen dienen znr nnmittelbaren Berechnnng der 
Fnnction A(x) (ör alle möglichen Wertbe des x^ und zwar dienen die Beibea 
(17) nnd (tl) vorzfiglich fflr den Fall, wenn x dem Werthe nidie Reft; 
die Reihen (19) und (22) für den Fall, wenn x dem Werthe ---1 nabe 
liegt, nnd die Reihen (18) und (20) för grofisie pMitire und negative 
Wejrthe des x* 

( Die FortsettiBK folgt im nSchtten Heftt r> 
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BeiMge asnr Combioatioiislehre aod deren Anwen- 

dang aaf die Theorie der Zahlen. 

(Von Heifii Dr. Sum in Gfttingmi ) 



Wtnte JLhhaMUUang, 



t. 

Im 9teii Bande dieses Joarnab (6L 111 a. £) hat Herr Prof. Möbhi§ 
eiaige sehr merkwfirdige Satze mitgetheilt, welebe aicli aof das Yerhito- 
nils der Anzahl der Gruppen in den geraden ond ongeraden Claasen der 
Variationen mit Wiederholungen za bestimmten Sommen und zu bestimaH 
ten Producten beziehen. Die Untersuchung ist dadurch sehr erleichtert, 
daCi man die Anzahl der Gruppen, die in irgend einer Variationsdasse 
SU bestimmten Summen vorkommt, leicht angeben kann. Aus diesem Grunde 
kann man auch dnige ähnliche Salze ohne Sdiwierigkeit ableiten, wie 
z. B. folgende. Bä den CamKmaUmm akne Wiederholung ist die Anr- 
%M der Gmppen in den geraden Classen um 1 kleiner üb die in den 
ungeraden. Nennt man nemlich D den Unterschied der Anzahl der Grup- 
pen ^ die in den ungeraden und geraden Classen vorkommen, so hat man 
ftr n Elemente 

D e n — ?i:^ + "'^"^*3^:T g— .,,. « 1 — (1— 1)" = 1. 

Ungleich sdiwieriger wird dagegen die Untersuchung über dieses Yer- 
hiltnils bei den Combinationen zu bestisuaten Summen. Die Frage, wie 
man die Anzahl der in irgend einer Combinationsclasse vorkommenden 
Gruppen durch eine allgemeine, unabhängige Formel bestimmen könne, wnrd 
in den mir bekannten Werken über Combinationslehre entweder gar nicht 
berflhrt, oder es wird bemerkt ^ dafs eine solche Formel nicht vorhanden 
aet *)• In der That kann aber diese Frage sehr einfach beantwortet wer- 
den; was ich hier zuerst zeigen wilL 



•) WnngSHmtr (Lehrbuch der combioalorisrhea Ana^fsis Th. L S. IM) sagt 
Mgari dafii sich schwsriich eiae solche Fomiel geben lasse. 

18« 



ft ft> SierHf BnirSgt zur Cvmim^Homihhrt» 

9. 

lok bezttoline die Combiaatiofien olme Wiederiboimig mr Summ h 

OBd ur dasse f durch uCSj ihre AauU dardi "d; die Amuihl der 
Combinaüoiien nm allen Ckuuren durch "C; die Combinatiaiieo ait nbe- 

achrankter Wiederholung zur Sunune n und mr Claaae f durch ["C* J 9 ihre 

Anzahl dureh "CV die Anzahl der Combinationen aua allen Claosen durah 



"C^ Ferner bezeichne ich durch ^ die grölate ganze Zahl, die in dem 
Brache - eDthalteo ist; authin, wena - selbst «ne ganie ZaU ist, ao ist 
1 = -; ebeu 80 bedeute ''+^'+'-"-^-" ^^ gröiste ganze Z«U die in den 
Brache '"^''■^/'••^ enthalten ist. 



Ans d«r hdkannten Gleichang 

nmittelbar diese andere 

f. -fr OB -•S^+-*^4."-*»-*£^+...., 



welche abbridit, sobald man an ein Glied "~^-*C konwt, in wetehen 



n—rq — i Noll oder negativ ist Es ergiebt sidi sogleich "C' s 1. Um 

aber "C^ zu finden , hat man bisher zwei Ealle unterschieden ^ und gerade 
hierin liegt der Grund, weswegen man keine allgemeine Formel finden 

2 

konnte. Ist nemlich n eine gerade Zahl, sssSm, so hat man ^""C^cssm; ist 

dagegen n =^ 2m + U «o bat man ^'"'^^C=: m. Nach der oben angegebenen 
Bezeichnung dagegen lassen sich diese zwei F&Ue in einen zusaamen* 
ziehen und mau hat 



Hieraus ergiebt sich mittelst der Formel (2) 






Das allgemeine Glied dieser Reibe ist !irl^±ü, unddieBeihe briobtab, 
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sobald kra'L^ igt. Druckt auui daher den Werth von 'C' durch ein 
oombJMforisches Aggregat maSf so hat man 

Aus dieser Fomiel ergiebt «icli der Werlh von "& durch wiederholte 
ABwendimg der Formel (1). Es ist nemlich 



0,'^-' 



also 

6. -c'« s' 4 «-(3*+i)- " «vrt) 






Bbeii so findet man 






lad allgemein 






9 9-* 

gesuchte 
aobrinkter Wiederho 
gende schreiben: 



Sott 2. B. die Anzahl der Combinationen mit unbeschränkter Wiederbdung 
snr sechsten Classe und zur Summe 15 gefunden werden^ so hat man 

0,1 0,? 0^2 0^3 2 

— ii j. IE? 4. ^^-"^' 3 . it -3.3 , m^ . ir^ . 11^(^4-4) 

'~2''*2"^"^ 2"""^ 2 ■*2"**2*" 2 



, ll— 5 , i l--(3+5) . 11^(4 + 5 ) I 11-;^ , it — (3 + 6 ) 
-^-2"** 2" "** 2 "*"2'" 2^ 

CS 5 + 4 + 2+1 + 3+1+2 + 3+1+1+2+1 = 26. 



4 

Bekuiididi kan maa aocA die Summe der Anuhl der Ccmhbattith 
een mit enheadirilnkter WiederlNdoim^y die in mehreren auf daander felgea» 
deo Ciasaea^ Ton der erslea aa gerechnety eathaltea mod, dadoreh fiadea^ 
dafii flian aie aaf die Anzahl der Combinaüonen eiaer einzigen Claaae m* 
racUühfft» nnd zwar ist 

andnn kaaa aach dieae Stamme anf eiae nnabhingige Werne gefanden werden. 
Beaoadera iat der ITail ntereasant, wenn maa die Aasahl der Combiaatia-' 
nen ans allen Ciaaaen sacht Alsdann ist 






Danoo, wiebduuint, dieKntwickdangdesAnsdnicks ^_^ ^_ tw|_,^tx — 

eine Reihe giebt, in welcher der zo s^ gehörende Coefficient sa:"C' ist, 
80 kann vermittelst der Formel (10) das allgemeine Glied dieser Reihe 
dargestellt werden ; was bis jetzt noch nnbekannt war. 

Bs ist nnn leicht, anch die Anzahl der Combinationea ohne Wieder- 
belang zu einer bestimmten Summe nnd Classe dorch eine nnabhaa^ge 
Formel zu fiadea. Denn bekanntlich ist 

11. «c = * c, 

mitUn nach (10) 



lt. H7 OB 2 •••• 2 o 



-i ^ *^' 



a 1 0. 

Man kann flbrigens ehie ähnliche Formel anch unmittdbar aas der 
Natar der Combinationen ohne M^derh<dnng ableiten. Man hat nemlidi 

13. -C? =a "^E + ^^Ö a» "-^E + — »^F+ ^^Ic. . . . 
Non ist 

"C«l nnd -C«^, 



ytJAkBL 

•»TT 

«nd allgemein 



''=r «« » 



Man riebt fibrigeiifl lelcbt^ dab die Formeln (U) nnd (14) iden* 
tisch rind. Da ann, wie bekannt , in der Entwickelnn|f des Prodoctes 
l+jp.l+d?M+^'*«-« ^^P >^tt ^ {gehörende Coefficient =s''C ist, so kann 
man ancb das allgemeine Glied dieser Reibe mit Hälfe der Formel (tS) 
oder der Formel (14) darstellen. 

Man kann die vorbergebenden Formeln aucb von den SnmmeiH 
seieben befreien. Da man jedocb biebei auf sebr verwickelte Ausdrucke 
kommt, so will icb den zu befolgenden Weg nur an einem einfacben Bei- 
spiele erlautem. Man bat bisber secbs verscbiedene Formeln nötbig ge- 

s 

babt» um den Wertb von"C anzugeben: dieser Wertb ladt sieb aber dnrcb 
eine einzige entwickelte Formel ausdrucken. In dem Ausdrucke 

konoien — Glieder vor, wenn man nur diejenigen zaUt, welche nicTit ss 

sind, also die Bndglieder weglabt, deren Wertb ^ oder \ ist. Die Zähler 
der einzelnen Glieder sind abwecbselod gerade oder ungerade. Ist nun 

ein Ziviler n — m eine gerade Zdil, so ist -^=^ sa —^^ und wenn n — m 



eine ungerade Zabl ist, ^ :k — ^ i» Es sind bier secbs ver« 

scbledene Fille zu betracbten, je nachdem n in der Form &m, 6m + 1, 
ein + 3, 6m+3, 6m + 4, 6m-|-5 enthalten ist. Im ersten Falle enthalt 
die Reihe 2m Glieder, also m mk ungeraden Zahlern; dasselbe gilt fiir 



den sweiteB ud drittes lUL b Omtm Hb «aOÜt «0 Bak 7mJ^\ 

Glieder. N«n iai der ZiUer de* entea @iede% «bo wtdk der des letellBa, 

eiMgende ZaU : aüU« «od » CXader ait Mferadea ZÜden 

la lidleB ralle eatfcik die Beihe wieder 2»4-l€aiedert tob 

«+1 Glieder ufende ZÜler. !■ eeehitea Falle timi vier deft 2eH|-l 

TorlMadoMB Gfieden » Glieder ■» MCBradeB ZÜteB. Die AnaV 



Glieder wäk ngeradee ZiUera ist als» k aOea FiBea ^jl^, 



6 



welcheai rie ^— 1 ist Da aber der Anteek ^^ 



ia aOea tibrigea FiOe« gieieh Ndl md wmt dana ss 1 ist, wen 
s » 6s + 5 iit, so ist ■ligBBieiB die AanU der ogendea Glieder 

«•+1— i±!+|. HkUaiat 









3 



(!)•- 



^-(T-^+f) 



7. 

Die im TorlMgibeDdeu ugedeoteiea SmnMBfomelii adteiim ia- 
deMea ni^ geeigaet m win, m iber dM m g. 1. angedeutete Yerkilt- 
nifii AafiMdilafiB n geben. Deanock hat aelion Emier den wichtigatea 
darauf bezflgUchen Satz dorch Indaction gefbaden (Comm. «MdL P§lr. mtm 
T.9.p.i69). Erbeifat: 

Bei den Cambinationem ohu Wieierkokmg %m emer heMwm ^ Um 
Summe ist He AnzaU der m den geraden Claeeen e n ik m i ie ne n Cruppem 
der Anzahl der in den ungeraden Ciaseen ent f all enen fleiek, amsjenom 

men wenn diese Summe m$^ in der Form ^ ^^ entkaUene SUU (alao 

eine Pentagonalzahl ) ist: alsdann nsmUek entkalten die ungeraden oder 
die geraden Classen eine Gruppe mehr, je nachdem z eine ungerade oder 
eine gerade Zahl iit. 



j-mi "■ ai.ii 
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Die Biclitigkeit dieses Satees Übt sicli leicht Ternuttekt eines an- 
deren Satzes darthnn^ den Euler CComm. aead. Petr. T. 13. p. 93) eben- 
falls xnerst dnrch Indnction gefunden, spater aber bewiesen hat (Comm. acad. 
Pelr. tum T. 5. p. 78) und welcher darin besteht, dab das anendliche Pro-* 
diict (1— «)(1— ^)(1— «^) •••• der Reihe l~x*— «r«+«*+ j?^-.««~:r** .... 
gleich ist| in welcher Reihe nur die Potenzen vorkonunen, deren Expo- 

nenten in der Form — ~- enthalten nnd deren GUeder mit den Coef* 

ficienten ( — 1)' mnltiplicirt sind, so da(s also das inendliche Prodnct ss 

i(^iyx ^ ist. DasProdnct (1— jrXl— -^^Xl-^)**«* »t Aemlich nur 

ein specieller Fall des allgemeineren (l-|-«i^)(l+^^^)(l+^^) •••m in 
dessen Entwickelang der Coefficient Cr irgend einer Potens jf der Somme 
der ohne Wiedeiholang zur Somme r aus den Elementen Ci^ Oj, • • • • ge- 
bildeten Combinationen gleich ist, wenn die einzelnen Groppen dnrch Ad- 
dition verbanden werden. Setzt man nun alle Elesiente s= — 1, so erhalt 
jede einzelne Gruppe den Werth +1, oder den Werth —1, je nachdem 
sie eine gerade oder ungerade Anzahl von Elementen enthalt. Oa nun, 
unter dieser Voraussetzung, £> rerschwindet, wenn r nicht in der Form 

2 ^'^^balten ist, so folgt, da(s in diesem Falle CV eben so viele Gruppen 

mit einör geraden Anzahl von Elementen als Gruppen mit einer ungeraden 
Anzahl enthält; und da ferner, unter der Voraussetzung, dals alle Elemente 

SS — 1 sind, Cr~±l wird, wenn ras— ^■- ~ ist, so folgt, dafir überhaupt 

in Cry wenn r ss ^ ^* ist, eine Gruppe mit einer geraden oder unge- 
raden Anzahl von Elementen mehr vorhanden sein mufii, je nachdem z 
gerade oder ungerade ist; was zu beweisen war. 

(Dm FortittsMUig folgt) 
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7. 

Auszug aus einer der Akademie der Wissensdiaflea 
zu Berlin am 5^ M&rz 1840 vorgelesenea 

Abhandlung. 

(Von Hm. Prof. G. Lejeunt Dirichtei.) 



Uie vorgelesene Abhaadloog ist ab die FoHsetzang eioer frühereo k« 
betrachten 9 welche in dem Jahrgänge von 1837 gedrackt ist nnd worin 
der erste strenge Beweis des Satzes gegeben worden ist, da(s jede aridi* 
metische Reihe, deren erstes Glied und deren Differenz ganse Zahlen ohne 
gemeinschaftlichen Factor sind, unendlich viele Primzahlen enthalt. In der 
neuen Abhandlung wird dieser Satz auf quadratische Formen, d. L auf Aus- 
drucke von der Gestalt ax^-^-ihxy -f-ey^ ausgedehnt, die jedoch der Be- 
schränkung unterworfen werden mflssen, daCs die darin eathaltenefi bestimm- 
ten Zahlen a, 2 6, c keinen gemeinschaftlichen Factor haben« Die Principien, 
auf welchen der Beweis dieser Eigenschaft beruht, obgleich im Wesentlicheu 
mit denjenigen übereinstimmend, wovon in der angeftihrten Abhandlung Ge* 
brauch gemacht worden ist, bedürfen zum Behufe dieser neuen Anwendung 
einiger Modificationen , welche wir an einem specielles Falle anzudeuten 
versuchen wollen. Es ist dies der Fall, wo die Determinante eine nega- 
tive Primzahl — /'ist, welche, abgesehen vom Zeichen, die Form 4 11 + 3 
hat, und wo diese Determinante zugleich zu den sogenannten regelmafirigea 
gehört (detemUnans rejfularü, Disq. aritk. art 306. VL). 

Es sei A = 2 Ä. + 1 die Anzahl der verschiedenen Formen , welche 
für die Determinante — p statt finden, und welche unter der gemachten 
Voraussetzung sich alle aus einer derselben ^1 durch successives Zu- 
sammensetzen bilden lassen. Diese Formen > welche wir durch (P bezeich- 
nen und durch Indices von einander unterscheiden wcdlen, lassen sich dann 
immer in folgende Ordnung bringen: 

1. (P.i, (P^u^,), .... (p^i, Poy <Pi, •••. <Pl-.i, ^li 

welche Reiiie als iu sich zurückkehrend zu betrachten ist, so dafs auf (pa 
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wieder (p^i folgte ood wo jede Form ms der Torbergehenden md der 
Form <Pi zasammeogesetet \ai^ ^^ die Hauptform a^-\-py^ bedeutet, und ent- 
gegengesetzten Formen, wie aa^^2hxy^ey^ und «op*— -S^dry+ey-? 
entgegengesetzte Indieen entc^edien. 

Theilt man die Gesaauntlieit der positiven ungeraden Primzahlen 
{p ausgenommen) in zwei Classen, wovon die erste aUb diejenigen enthält, 
in Bezug auf welche — p quadratischer Best iat^ die zwrite aHe dbrigeu 
umfalst, und bezeichnet die in den beiden Classen enthaltenen Zahlen all* 
gemein respective mit f und jr, so lassen sich bekanntlich die Primzahlen 
der ersten Classe aasschlielslich durch die Formen (i) darstellen, und zwar 
ist jede Primzahl f fähig durch zwei entgegengesetzte Formen, wie (Py 
und (p.^, und nur durch diese ausgedröckt zu werden; wobei es sich von 
sdHbst versteht, da(s filr 7 ae^ diese beiden Formen mch auf die Hauptform 
redudren. Der doppelte Wertb ± 7 soll nun der Index von f heifsen. 

Es sei femer — ssco, wo r die gewöhnlidie Bedeutung hat, t ir- 
gend eine der Zahlen 

•• 0, «^ 2, • • • • \ 

und endUch 9 eine positive die Einheit übertreffende Gröfse ist, so findet 
folgende Gleichung statt, deren Wahrheit leicht aus den bekannten Sätzen 
über die Zusammensetzung der Formen folgt : 

211— —-n t::^ r ™ S-V + 2coe^ft)S-V+ — + 2cos\/wS~ 

9% n 






In dieser Gleichung bezieht sich das erste Midtiplicationszeichen auf 
alle Primzahlen ß, das zweite auf alle /^ und ± 7 ist der jedesmalige Index 
Ton f. Was das Zeichen 2 betriiR, so bedeutet dasselbe, dafs man in 
der quadratischen Form, ver welcher es steht, den unbestimmten Zahlen 
w und y alle Systeme positiver oder negativer Werthe von solcher Be- 
schaffenheit beilegen muls, dals der eotsprechende Werfh der Form unge- 
rade und nicht durch p theitbar wird. 

Setzt man zur Abkärzung 2 FI j—ri ™ ^ ^^^ bezeichnet die zweite 

Seite mit Lf, nimmt dann die Logarithmen von beiden Seiten und ent- 
wickelt jeden der Logarithmen, welche f euchalten, nach der bekannten 
Formel 
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Diese aUgeaieiie Gleichling enthüt, wie die Miere, K+t beeonr 
dere Gleiclmiigen, wdclie den verschiedenen Wertiken (9) von t enlepreehen. 

Beseichnei fA eine der Zahlen 1, 3, ..•• \, nnd nddirt man diese 
besonderen Gleichungen, nachdem man me der Reihe nadi mit 1, 2oos|bititf, 
2cos2(xoa, ••••, 2eos\fft6a moltiplicirt hat, so kommt 

111 

S.Sy7 + lS7^^- = ^0ogl^+2cosjÄ«logL|+.,,. + 2cos\fÄa)to^ 

wo die erste Snmmation auf alle Primsahlen anszudehnen ist, deren Index 
±fi ist, die zwdte anf diejenigen, deren doppdt genommener Index ^±|k 
(mod.A) ist, n. s. w. 

FAr (xssO erhilt suui durch dasselbe Verfahren 

4. 2/,+ lS^ + ..-.=~iIogfi^+^(logi;to+2logA+^^^^ 

wo die Summation sich resp. Aber alle PrimzaUen erstrecH dwen Indiees 
leif. mit 1, 2, ..•• multipUcict, durch h theübar werden. 

Die Gleichungen (3) und (4) gelten, wie diejenigen, ans welchen 
sie abgeleitet sind, für jeden Werth von #, welcher > 1. Setzt man daher 
sssl-f-^, wo q positiv angenommen ist, so kann man die Verftnderliche q 
unendlich klein werden lassen. Untersucht aum nun die unter dem Loga- 
ritbmenzeichen vorkommenden Ausdrücke in dieser Voraussetzung, so fin«- 
det man durdi sehr einfache Betrachtungen, die jedodi hier nicht ausge* 
filhrt werden kdnnen, dafis Lq unendlich wird, daCs hingen üi, wenn / 
nicht den Werth hat, sidi einer endlidien, von der Null verschiedenen 
Grenze nähert und dafis dieselbe Eigenschaft dem Producte G zukoumU. 
Aus diesem Resultate folgt sogleich, dafs die zweite und also auch die 
erste SeKe von jeder der Gldchungen (S) und (4) für ein unendlich klei* 
nes ^ uoendlich grofs wird, und dann femer, wie in der früheren Abhaadk. 

lufig, daCü die Summe ^y^^ ^^ unendlidb vielen Gliedern besteht, oder, 

was dasselbe ist, dafs jede der Formen (1) eine unendliche Anzahl von 
Primzahlen enthilt. 
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Von 4^aaE>üiiuiiiiiigs-Schwerpuncfe ebener Curven. 

(YoB Hra. Prof. Steiner so Berlin.) 
(Attttof alt ditr «fli & April 1SS8 in der hiMigeB Akad. d. WineiiMb. gehiltenei Torleumg.) 

(Fortieliuig dai AofiüUses No« S. im Torigen Hefte.) 



Von Figoreii^ die doreh rollende Bewegung erzengt werden. 

A. Wenn eine gegebene Figur C auf einer kieken, Geraden 6 roUt 

% XXVL 

RoUt ein beli^iges eenvexe« Vieleck ^, z. B. das Fünfeck ABCDE 
(Fig. 6.) auf einer festen Geraden £> bis es sich ganz umgedrelit hat, — 
wobei seine Seiten aOe nach- nad nebeneinander anf die Gerade G zu 
liegen kommen nnd das Vieleck zoietzt wieder anf derselben Seite st^f^ 
wie anfangs^ so daüai also die Strecke AAi seinem Umfange gleich ist, — 
so beschreibt jeder mit dem Vielecke fest verbunden -gedachte Punct P 
eine Linie PP^P^P^P^P^^ die aus so vielen Kreisbogen zusammengesetzt 
ist, als das Vieleck Seiten hat. Und zwar haben diese Kreisbogen PP^^ 
PtP^y .... P^Ps die Puncto Aj B^ C^ .... E^^ in welchen die Ecken 
A, Bf .... E des Vielecks fB auf £e Gerade G treffen^ zn Mittelpuncten, 
die Strahlen «;, l> e^ i, i^ welche den Punct P mit den Ecken A^B^C, .... 
de» Vieledui verbinden, zu Radien, und zn Centriwinkeln die Nebenwinkel 
A9 B, C, D, E der an diesen Ecken gelegenen Winkel des Vieleck«. 
Die Linie PP^P^.... P« nnd die drei Geraden AP, AA^ und A^P^ be- 
grenzen eine Figur 4PPi •••» Ps^u welche als ans folgenden Theilen 
znsammengesetzt betrachtet werden kann: 1) Ans einer Reihe von (n) 
Ikeiecken ^P;lBij BiP^C'i, .... EiP^Ag, wdche beziehlich den Dreiecken 
APB, BPC, .... EPA gleich sind, in die das gegebene Vieleck 18 durch 
die Strahlen m^ hj .... e zerfallt wird^ so dafs £e Inhaltssumme jener 
Dreiecke dem Inhalte dieses Vielecks gleich ist; nnd 9) aus einer gleichen 
Anzahl von Kreissectoren^ deren Mütelpuncte, Radien und Centriwinfcei 
bereits naher angegeben worden sind. Diese Fignr APP1P2 •••• P^A^ 
soll fwtan „wn dem Puncte P ieschrieben'' beifaen. Bezeichnen wir sie 
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oder ihren Inhalt mit fP*, so erhellet aus dem Gesagten, dafs : 

wohei A, B, C^ .... die genannten Nebenwinkel des Vielecks SB, in 

Zahlen ansgedrackt, sind. 

Nach (S.yiL) läCit sich die vorstehende Gieichnng in folgende 
umwandeln : 

= g8+iS(aM) + i*'2(J), 
wo a^ &i^ Ci^ ••«• # die Strahlen sind, welche einen in BflcksichC des 
Vielecks QS bestimmten eigenthümlichen Panct 8 mit den Ecken A^ B^Cy .... 
desselben und mit dem Pnncte P verbinden« 

Bemerkt man, dafs nach (g. XVIL 32.): 

66. 2(^) = ^ + Ä + C + ..-. = 2t, 

so folgt (64) : 

66. FT = » + iS (ar-4) + 7rs\ 

nnd daher för den Inhalt w der von dem Pnncte S beschriebenen Figur, 

für welchen « = ist: 

67. tr = gS + iSKJ), 

woraus in Verbindung mit (66) endUch folgt : 

68. IT = «r + jrs\ 

Aus allem zusammen ergeben sich folgende Sätze : 

ä) „Rollt ein hetiehi^es convexes Vieleck $8 in einer Ebene aiuf 
einer festen Geraden G, bis es sich ganz umgedreht hat, so giebt es 
einen eigenthümlichen Punct S, der unter allen mit dem Viekck fest ter^ 
bundenen Puncten P die dem Inhalte nach kleinste Figur %o beschreibt^ 
Dieser ausgezeichnete Punct S ist der Schwerpunct der Ecken des ge^ 
gebenen Vieleckes 93^ wenn denselben die respecOoen Nebenwmkel dse 
Vieleckes als Coefficienten zugeordnet werdend 

b} „Jeder andere Punct P beschreibt wie Figur, deren Inhält W 
gerade um diejenige Kreisfläche gröfser ist als der Inhalt jener kleinsten 
Figur w, welche den Abstand s des Punctes P von 8 zum Radius hat^ 
So dafs also: 

c) ,y Alle Puncte P, welche in dner Kreislinie liegen, die 8 zum 
Mittelpuncte hat, Figuren W von gleichem Inhalte beschreiben f und auch 
umgekehrt: Je ein 8gstem von Puncten P, welche Figuren W von gleichem 
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InkaUe beschreiben, liegt m mnetn Rrdeej deseen Mitteipunet der Schwer^ 
funet ß ist:' 

Dafis bei eioem regelmäßigen Vieleck 9$ der hier in Rede stehende 
Schwerpanct S mit dem Mittelpuncte des Vielecks zusammenfallen mufs, 
ist einleuchtend« A«ch in andern besondern Fällen läfst sich dieser 
Sdiwerpunct 8 leicht angeben, oder geometrisch construiren, wie z. B. 
namentlich in dem Falle, wo die Nebenwinkel des Vielecks ^ unter ein- 
ander commensurabel sind. Beim Dreieck, Viereck etc. ergeben sich in 
dteier Hinsicht einige interessante specielle Sätze. 

$. xxva 

Der Inhalt der Figur W kann unter Beibehaltung seiner Bestand- 
theile auch in anderer Form oder durch eine andere Figur 9B dargestellt 
werden, wobei es nicht uöthig ist, das Vieleck tß auf der Geraden G rol-* 
len zu lassen. Nämlich die in der Figur W vorkommenden Kreissec- 
toren (Flg. 6.) können unmittelbar an das Vieleck tß angeschlossen und 
zwar in seinen Nebenwinkeln A/By C, .... beschrieben werden, wie 
z. B. in (Fig. 7.), wo die Kreisbogen 919(i 9 ^^1 > ^^i • • • • am den Ecken 
^^ F^ C, ..•• mit den Radien a, b, Cy .... beschrieben sind. Auf diese 
Weise hat offenbar die Figur 9(9(x{5i8i€SiX)£)iS^i=:9B gleichen Inhalt 
mit jener B^igur ^, welche der' Punct P beim Rollen des Vielecks !8 auf 
der Geraden G (Fig. 6.) beschreibt. Da die Kreissectoren sich auf zwei 
verschiedene Arten so an das Vieleck 93 antragen lassen, dafo sie alle 
nach einer Richtung um dasselbe herumliegen (je nachdem man die Neben- 
winkel des Vielecks durch Verlängerung der Seiten nach der einen oder 
andern Richtung hin entstehen läfet) , so giebt es auf diese Weise zwei 
verschiedene Figuren SB und SBi, die aber noth wendig gleichen In- 
halt haben. 

Hiemach ist klar, dafs die oben {%. XXVI.) fdr die Figuren W 
und u> entwickelten Formeln und Sätze auf gleiche Weise auch fiir die 
Figuren SB und n) Statt finden müssen, wo nämlich m dem Schwerpuncle jS^ 
entspricht und mit U> gleichen Inhalt hat Daher hat man : 

69. 2B — 95 = 9Bi ~ » = 1S(äM) + 3r#% 

70. »— -?8 5= Wi — f8 = \^{fl\A), 

71. 3B — w = 3Bi — Wi« ite"^ 
und daraus folgende Sätze: 

14* 
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vexm Vieheks 93 nach irgend dnem in ^mmer Ebene Uegenien PuneU P 
SbraMen m, h, e, .... und heeckre^t mÜ Meeen, aU Rai^, im den r#- 
^eetiven Nebenwinkeln A^ B, C, .... dee Vietedce tß Ereieeederen, jd 
iet ^e InhaUeeumme (SB — 93) ^eser Ermeeetaren dann ein Mimmwm 
(tö — 93)^ wenn der Pund P mit demjenigen Punete S zusammenfdUt^ 
welcher der Sckwerpunet der Ecken dee Videeke 93 iet, ineoßnm det^ 
selben Coeßlcienten zugekäreny die eich wie die respectiven N^enwenkei 
verhalten.'^ 

b} ^FOr jeden andern Pmut P iet ^ Inkalüetmme (9B — 93) 
der Ereieeectoren um Wenige Ereis/Idche ire\ wekke den Abetemd e 
des Punctee P van S zum Ra£ne kai^ grOfier ds die dem Sekwerpunde S 
entsprechende Summe (to — 93)/^ 

c) Puncten P, die in einem Kreise Uegen, dessen Bßtte^^unet 8 
ist, entsprechen gleiche Summen (9B — SB) der Ermeseeforen, und umge^ 
kehrt: aUe Punete P, fOr welche die InhaUssumme der Kreisseeloren 
die ndmüche ist, liegen in mnem und demselben Erdecp dessen MittU^ 
punct 8 isU^ 

L&M man das bisher betrachtete Vidleck 9 üb eine Corra 93 tter* 
gehen^, vrie oben {%. XX.), so müssen die an%esteU(en Gleichoi^n mid 
Satze (S XXYI. nnd XX VIL) auch für diesen GrenzfaU noch Statt finde» 
Die flbrigen mit betrachteten Figuren W^ nnd SB erhalten aber dadiffch eben- 
falls andere Formen 9 so wie der beschriebene Schwerpnnct 8 eine duH^ 
racteristische Eigenschaft. Nimlich es treten fdgende Aendeningen em« 

1) BoUt die geschlossene nnd convexe Cnnre 93 aof des Gen^ 
den e (Fig. f.), so ist die Ton jedem (mit der Cnrve 93 ted TerbndeiieD> 
Puncto P beschriebene Linie PPi .... P., die fräier ans Kreisbogtn ush 
•ammengesetzt war^ nnn irgend eine bestimmte Gvve PP^ (oder besteht 
ans unendlich Tielen unendlich kleinen Kreisbogen> IMe von dem Punete P 
beechriebene Figur FF ist das von der Gurve PP^ und den drei Geraden 
AP, PnAi und AA^ eingeschlossene Viereck APPnAi, we^ wie firaher, 
die beiden ersten Geraden AP nnd AiP^ gleich und parallel und die dritte 
AAx dem Umfiinge der rollenden Curve 2$ i^eich ist^ 
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t) Nacb der in {%. XXVIL) bescbriebenen und in (Fig. 7.) dar- 
gentettten Constraction dw Figor $S folgt leicbt, dab Ar den gegen war* 
illStia. Fiftlt ibr Umfang in irgend eine bestimmte Curve 9B fibergelit Denn 
da Dir dieaen Fall die Nebenwinkel und die Seiten des Vielecks % alle 
OM^ ieb klein werden, und die letztem in die Tangenten der Curve 9$ 
Äbergeben, so werden abo aucb die Kreisbogen SUSd, SBSBi, €(Su *••• so* 
wobl als die Strecken SC» 95 > Q^i^r <Si^^ *•*• ^le unendlidi klein, und da* 
her mfissen je drei auf einander Tolgeude Puncto, wie z. B. IM, 9(i und 9 
imenfflick nabe bei einander liegen , so dals abo die genannte Carve 9B 
sehleehtbin als Ort der Puncto 9(, 9, €,•«•• angeseben werden kann. 
D. b. wird auf jeder Tangente A% der gegebenen Curro 9) der ibrem 
Berflbrungspvncto A entsprechende Strabl AP ss a abgetragen , wird 
ASi SB m genommen, so ist der Ort des Endpunctes % der Tangente ii|;end 
eine bestimmte Gurre 9B, welche die fraher betrachtete Figur 9GB reprasen« 
tirt Der Strabl m kann aber yon dem Berfibrongspuncte A aus nadi zwei 
sieb entgegengesetzten Richtungen bin auf der Tangente A^ abgetragen 
werden. Daher entstehen durch das. angegebene Ver&bren zwei Figuren 
9B und 9ß|, welche zwar im Allgemeinen der Form nach yon a'nander 
verschieden, aber fiiM» von gleichem Inhalte sind, so da(s inuner S& =s SB^ . 

S) Da der e^entbunriiche Punet 8 beim Yideck ^ durch dessen 
Nebenwinkel A^ Bj Cy ...• bestimmt wird ($. XXVT.) , diese Winkel aber 
bei der Gurre 93, — wo sie unendlich klein sind — sich rerbalten, wie die 
raspectiven KrSmmungen dieser Gurve, oder wie die umgekehrten Wertbe 
der respectiyen Krümmungshalbmesser (S. XXI.); so folgt {%. XIII.): 
ß,ia/i im gegenwärtigm Falle der mgentkümliche Punct S der nämliche 
kl, weleker oben (S.XXIL) Krümmungen Sckwerpunct 4er Cmrt^ 
gmummt wurde!^ 

Wenn gleich hier die Winkel J, B, C, • • t . emzeh alle inendlicb 
klein werden, so bleibt doch offenbar ihre Summe die nämliche^ wie frfiber 
(i^ XXVI. C5.), also 2(J)sB2r; und auch der Ausdruck i^S(^) be- 

bilt seinen frohem Wsrth sa r s\ Demnach finden ftr die eben beschrie-* 

« 

bMea Figoren 9Sy !Sr 19^ gaos diesdiben GMdHuigw Statte wie oben 
(f. XXTL and XXTn.>, n&iiiliebt 

79. FT =. SB as fB + i2(«M) + iti^f 
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TS. Fr=®es»+ «•«* = » + Z9\ 

76. {SB es 9BB^ und m c? Wj, 

77. (SB— !8) = («i— ©)=(»— «)+3rj' = (Wi—lC) + ^**- 

Die Yergleichimg dieser Formeln mit denjenigen in {%. XXIII.) — ' 

insofern fär alle dieiselbe Corve !8 sn Grunde gelegt and bemerkt wird, 

dab für nnendiich kleine Winkel Bin3^s=28inud=s2Jl nnd also 

2 (a^ sin 2 J[) SS 2 2 (jfA) ist^ — führt zn folgendem interessanten Besnltate : 

78. FF =9 SB CS 2 r nnd » = u^ = 2i?. 

Ans allem diesem ergeben sich folgende Sätze: 

ä) ,,BolU ^ne heUehige geschlossene und überall convexe Curve SQ 
in ihrer Ebene auf einer festen Geraden G, bis sie sieh ganz umgedreht 
hat, so beschrmbt Jeder mit ihr fest verbunden gedachte Punct P eine 
Figur W (genuschllimges Viereck), deren Inhalt von der Lage des 
Punctes P abhängt. Die vom Krürnmungs - Schwerpuncte S der gegebe^ 
nen Curve 93 beschriebene Figur hat unter allen den kleinsten Inhalt w. 
Für jeden andern Punct P ist der Inhalt der von ihm beschriebenen 
Figur W gröfser, als dieses Minimum w, und zwar um di^emge Kreise 
fläche ws^ gröfser, welche den Abstand s des Punctes P vom Krürnmungs^ 
Schwer/nmcte S zum Radius hat (76) Alle Puncte P also, die in einem 
um den Sehwerjnmct S gezogenen Kreise liegen, buchreiben Figuren W 
von gleichem Inhalte f und auch umgekehrt^ 

h) Werden aus irgend einem Puncte P in der Ebene einer ie» 
liebigen geschlossenen und convexen Curve 18 Strahlen a, b, c, .... nach 
allen Puncten A, B, C, .... der Curve gezogen^ und wird aus Jedem 
Puncte der zugehörige Strahl auf die asUiegende Tangente der Curve 
(nach einerlei Richtung) abgetragen, so bilden dieEndpuncte fN, 9» $,•••• 
der Tangenten eine geschlossene Curve 9B. unter allen Curven 3B, die 
auf solche Weise entstehen können, hat diefenige den kleinsten Inhalt ns 
welche dem Krürnmungs -Schwerpuncte S der gegebenen Curve entspricht. 
Für jeden andern Punct P hat die entstehende Curve einen Inhalt Wi, 
der Jenes Minimum w um diejenige Kreisfläche %^ übertrifft, welche den 
Abstand s des Puncts P vom Schwerpuncte S zum Radius hat. Also 
entsprechen Puncten P, die in einem um S (als Miltelpunct) gezogenen 
Kreise liegen, Curven SB von gleichem Inhaltes und auch umgekehrt.** 
Ferner: „Je nachdem die Strahlen a, b, c, .... in der einen oder der 
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andern Eichtung auf die Tangenten der Curve 93 abgetragen werden, 
entstehen für den nämlichen Punct P (S) zwei verschiedene Curven 9B 
fffidf 9B| (m und xo^, welche aber gleichen Inhalt haben (76V' Und 
weiter: „die Räume (188—58), (SB,— 58), welche die Curven 95 und 8B, 
!8 und 9Bi zwischen sich abschUefsen, sind für Jeden Punct P einander 
gleich, und bleiben für alle Puncte P, die in gleicher Entfernung s vom 
Krümmungs - Schwerpuncte S liegen, constant. Diese Räume haben den 
klmnsten Inhalt (ttf-— !{^ M)i— 93), wenn sie dem Puncte S entsprechen; 
fiir Jeden anderen Punct P sind sie um die Kreisfläche tts'^, welche den 
Abstand PS — s zum Radius hat, gröf^er als jenes Minimum (m— 48) (77). 

c) Betrachtet man dieselbe Curve 9) und denselben Punct P in 
E^ksicht auf beide vorigen Sätze (a) und (b), so hat die vom Puncte P 
nach dem Satze (n) beschriebene Figur W mit der ihm im Sinne des 
Satzes (ft) entsprechenden Figur SB oder SB| stets gleichen Inhalt, so 
dafs immer W^m^fBig." Und ferner t 

d) „Jede von den beiden Figuren W oderWi hat gerade doppelt 
so grofsen Inhalt, als die demselben Puncte P in Bezug auf dieselbe ge^ 
gebene Curve SB entsprechende Fufspuncten^ Curve V (78)." Oder aus- 
fäbriicher: 

o. Rollt die gegebene Curve {8 auf einer festen Geraden G, so be^ 
schreibt jeder mit ihr fest verbunden gedachte Punct P eine Figur W, 
deren Inhalt gerade doppelt so grofs ist, als derjenige der Fufspuncten^ 
Curve Vj die dem nämlichen Puncfe P in Bezug auf die nämliche ge^ 
gelbene Curve 58 entspricht^} und: 

ß. Bewegt sich ein veränderliches gleiehschenkBges Dreieck PÄ^ 
unter der Bedingung, dafs seine Spitze A die gegebene Curve 93 durchs 
läuft, und dafs sein dner Schenkel A7i diese Curve 58 stets in Jener 
SpUze A tangirt, während die dem Schenkel A% gegen'Merßegende Ecke 
in einem und demselben Puncte P fest bleibt, so beschreiben die dritte 
Ecke tX des Dreieckes und der Fufspunct Ai des aus der festen Ecke P 
auf den Schenkel A^ gefällten Perpendikels zwei Curven SSS und V, von 
denen die erste 9ß jedesmal doppelt so grofsen Inhalt hat, als die 
zweite Vr 
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$. XXCL 
Besondere Falle» 
Die Tomteheiidett aUgomeinen Resultate, -— bei wdclieB die gege» 
beiie Cunre 93, aitAmoaliaie der Bediognog geecUeama nd tberaU oon« 
vex KU aeioy eise ganz beliebige, ihre Gleicbuiig sb. B. algebraiaeh oder 
traBSceadent sein kaan, und wobei eben so die Gleiehnogen der erxengten 
Corven V, W, 9B und 9ßi nicht in Betracht komment die, wie leicht va 
ermessen, sowohl von der Gleichnng der gegebenen Cnrve 93, als imter 
sich sehr Tersdiieden sein können, — unfiMsen unter andon folgende 
sehr spedelle Satze ; 

•• Wena die gegebene Conre B ein Kras ist 

Rollt der Eureis 93 , dessen Radios ss r, anf der feHen Geraden G^ 

so beschreibt jeder mit ihm verbundene Punct P eine gewöhnliche Cy- 

kleide IT, — eine gemeine, gestreckte oder verkOnte, je nachdem be» 

ziehlich P auf der Kreislinie innerhalb oder aulserhalb derselben li^ «-* 

und zufolge {% XXYJIL 78. u. %. XXIY. 50.) ist : 

7f. »Tsa 23rr» + ar#% 

d. L ,,4Ur Inhalt jeder gewöhnlichen Qfklmde W iii eo grofe^ äh die 

Summe der doppelten Fläche des Erzeugungshrdsee SB und der Fläehs 

desfenijfen Kreises, der mit Jenem concentrisdk ist und durch den he^ 

schreihenden Punct P gehU* 

Ist insbesondere essr^ oder liegt der beschreibende Punct P auf 

der Kreislifiie 93, so ist : 

80. ITi = 3«T*, 

d. h. f^der Inhalt der gemeinen Qßkloide ist dremal so grcfi, als He 
Fläehe dee Erxeugungskreises;^ ein allgemein bekannter Satz. 

Wenn femer #=s 0, also wenn P mit dem llittelponcte 8 des Krei- 
ses 93 zosaaunenfiillt, so ist: 

81. IT « 23rr*/ 

was auch daraus erhellt, dab in diesem Falle w ein Rechteck ist, dessen 
Seiten beziefalich dem Radius r und dem Umfange 2;rr des Brzeugungs- 
kreises 93 gleich sind. 

Diesen drei Fällen entsprechend hat man (g. XXVIII.): 

8t. 8EB = 2Tr^+«'Ä% 

83. SBi = 3Tr% 

84. m =5 2Tr% 



8. SitineTf von dwm Krummurngs* Schwerpwicte ebener Curven. lOf 

d. \bu „irni nOmUehen InkaU, wie Se imn Punete P mU$fnreekmie Q^^ 
kUide W, hat Uejenige Curve ^, wekke der Ort des Enä/mMtM % aller 
Tangenten A^ des Erzeußun^ekreiees 93 ist, ttenn auf Jeder dereeihen 
der aue ihrem Berührunjfs/mncte A nßch dem f^ten Pole P gehende Strahl 
PAssa abgetrabten mrdT 

Die Conre m ist bier can nit dfem i^egebeoeD 93 coocentriiclier 
Kreiiy deaNien Radiiw s9r/*2; wm leicht zu sebeii ist 

Auch der lokilt der Rillte , die zwiachen der Cnnre 9B und den 
Kreise 93 liegen, lilst sick Uer genan angdien, ninlich er ist; 

86. SB— 93 = jrr^+T^I 9B»-r-gß « 2r»arj w^95 — srr». 
Im zweiten Falle Sß^ — 93» findet kein eigentlicher Ring Statt, nondeni ein 
siehelfönniger Raum (Mond) , deasen Spitacen jedodi m Pnncte P an ein* 
ander ato/sen. 

Anmerkung« Bei der verkArzten Cykloide entsteht, wenn z. B. 

der Punct P in dem durch den anfanglichen Berährungspunct A gehenden 

Durchmesser des ILreises 93 und oberhalb dieses letztern und der Basis G 

liegt, wie (Fig. 8.), eine Schleife QQi^ indem die Cjkloide im Pnnote Q 

sich selbst schneidet. Alsdann besteht ihr Inhalt, d. u W^ nus den zwei 

Rftumen; 

ÄPQP,A,A + QRQ.TQ, 

oder WOB den drei Stacken : 

APRA + A^TP^Ai + RQJR. 

In aflen analogen Fällen, die Cnrre t8 mag sein, welebe man will, 
ist der Iniialt der Figar W aof cleiche Weise zn bestimmen. 

Zieht man die Crerade PPi , welche die C/Uoide in den Pnncten P 
und Pi berflhrt, so entsteht der Arbelos PQPtP, dessen Inhalt mit dem 
der Schleife QRQiTQ immer einen leicht angeblichen Unterschied macht 
Nämlich dieser Unterschied ist Met» demjenigen zwischen dem Rechtecke 
APPtAtA und der Fignr W gleick Oder wild BP^Xy also « = r-\-x 
geaetzt, so istt 
ArbeL(P(?PiP)-ScWelfe((?Jlftr(?)=: APP,A^A-^W » sr(2r«-*») 

^h, „der Unter tehied xwieeken dem Jnkatt dee ArbelosPQPi und dem 
der Schlehe QQi ist auch gleich dem Untereehiede zwischen der Fläche 
dee rollenden Kreises und der Fläche desjen^en Kreisee, deesen Ra- 
dius xsss-^r ist." 

Cnlle't iwinua d. M. Bd. XXI. Bft. 3. 16 



HO 8. Sitim^r, wm dem KriimmMmgS'^SAwirpwieU ebener Curven. 

bt dM xssr, ä.h. #ss2ri m ist auch POPt^QQg oder? der 
Arbelos hat gerade gleicben Inhalt aut der Schleife. 

ß. Wenn die gegebene Cmre C eine KDIpee ist 

Aus ($.xxynL 7a o. s-xxiv« 55.) folgt 

ä. h. j^rottt eine EUipee S$ in ihrer Ebene auf der festen Geraden O, 
bis sie eich ganz umgedreht hat, eo beschreibt jeder mit ihr fest verbun^ 
dene Punct P eins'Figur W, deren Inhalt gleich ist der Summe dreier 
Kreisflächen, welche beziehUch die halben Aren a und b der Ellipse und 
den Abstand s des Punctes P tan ihrem Mittelpuncte S zu Radien haben.*' 

Liegt iusbesondere der beschreibende Pnnct P^ in der mit der El- 
lipse concentrischen nnd durch ihre Brenoponcte gehenden Kreisliniei ist 
also s^ssif-^b^ so ist 

87. W = 2«-iiV 
d. h. „der Inhalt der van dem Puncte P^ beschriebenen Figur. W^ ist 
gerade doppelt so grofs, als die Kreisflache, welche die grofse Axe 2m 
der Ellipse 93 zum Durchmesser hat/' 

Dem Mittelpancte ^ der Ellipse entspricfat 

88. IT = «-(o^ + y) = 2«'// 
d. h. „ die von dem Mittelpuncte 8 der EtUpse beschriebene Figur hat 
einen Inhalt w, der so grofs ist, als die Summe zweier Kreisflächen, 
welche die Aren der Ellipse ^ zu Durchmessern haben} oder doppelt 
so grofs, als die Kreisfläche, welche einen der gleichen conjugirten Dwrch^ 
messer der EUipse zum Durchmesser hat. {%. XXIY« B.) 

Die vorstehenden drei Formeln (86.9 87. n. 88.) stellen flpgleich auch 
die bhalte der respective entsprechenden Conren SSB, ^\ xo dar, eben so 
wie oben beim Kreise ((&•). Fär die zwischen diesen Cnnren nnd der 
Ellipse SQ Legenden Räume oder Ringe hat man : 

89. SB— 95 = ^(a^ + **— a*— O? SB^— « = «»•(2a— J)j 

»—95 =s ;r(Ä^+6'— a*> 

B. Wemi eine Figur S3 auf einer andern festen Ilgur U roDt 

%. XXX. 

*Wenn in einer Ebene ein beliebiges convexes Vieled: $89 2s. B. 
ABCD (Fig. 9.) auf der Aufigcnseite eiues andern festen convexen Viel« 




ß, Sfeintr, $fom dtm Krümmungs^SchwerpuncU ebener Curvtn. j||| 

edLB U «B )Di9t93SlD9li Cwelebes jMioh hhb jAm vm Geraden zwammen* 
gesetzte |;ebrpchene Linie sein kann), mit welchem es nach der Reibe 
gleiche Seiten bat^ so lange roUt (wobei je ein Paar gleiche Seiten auf 
einander za liegen konunen), Jbia es wieder mit der nämlichen Seite (DÄ)y 
wie anfangs^ auf der Biujs U unfliegt, s. B. bis es in die Lage von 
AiB^CiDi (^=ABCD) gelangt: so jtoachreibt Jeder mit dem rollenden 
Vielecke !8 fest verbnndene Pnnct P Irgend eine Figur fTss PP^ .... 
F»9(^X)C^9(P^ welche (wie oben $. XXYI.) aus so vielen Dreiecken und 
MS so vielen Ki;eissectoren zusammengesetzt ist, als das rollende Vieleck V 
Ecken hat. Die Dreiecke sind heziehlich idenen gleich , in welche das 
Vieleck S8 durch die aus seinen Ecken A, B, C^ D nach .dem Puncto P 
gezogenen Strahlen a^ h, e, ..». zerlegt wird; also isit ihre Summe gleich 
dem Inhalte dieses Vielecks Sß. Die Kreissectoren haben h^ehlich die 
nämlichen Strahlen m, h, r, ..... zu Radien, die JBcken % !5, ^^ .... des 
Vielecks U zu Mittelpuneten, und zu Centriwinkeln die Summen der ent- 
sprechenden Nebenwinkel beider Vielecke 18 und It Werden also, wie 
fräber, die Nebenwinkel des Vielecks f8 durch A, By C^ ••^., diejenigen 
des Vielecks U durch %f&j(l^.... bezeichnet, so ist zufolge des Gesagten: 

Aus der Uebereiustimmung dieser Gleichung mit jener obigen 
(f. XXYL 63.) erkennt man sogleich, dab auch för die gegenwärtige Be- 
traditung analoge Gesetze Statt finden , wie dort. Nämlich : wird der 
Schwerpunct der Ecken A, B, C, .... des Vielecks 48» wenn denselben 
die Coefficienten (ii+9Q, iB+fb\ (C+€), i.... zugeordnet sind, durch ® 
und werden seine Abstände von den Ecken A, B, C, .... des Vielecks SB 
und von dem Puncto P beziehlich durch #i^ hip Ci, .... und < bezeich- 
net, so läfst sich die vorstehende Gleichung (90) in folgende verwandeln 
(8. VII. u. XXVI.) : 

oder, da nach (S.XXVI. 66.) S(^) = 2r ist, so hat man, wenn ^+^ 
+ S + **** = ^ gesetzt wird, 

wobei q in der Figur (9) dem Winkel ^Oj!fl gleich jst^ unter welchem 
die auf die erste und die letzte Seite (£)i9( und pDS(i) von U errichteten 
Perpendikel 3)fCi und 91Ö sich schneiden. 

16* 



Wir 4h won dm Schwerpmicte 6 betebriekeBe Wigat w luit mm 
daomdi: 

nd daher folgt weiter: 

Diese Qleicliiug enthält folgenden Satz : 

„ W0tm im einer Ebene ein hdiMgee eanvesee Vkkck 9 OKf der 
ÄMifeeneeUe einee Mieibigen feeien canMxen Vielecke U, mit äem ee r#» 
epeeUve gleiche Seiten hat, eo lange rollt, bie ee wieder mit der anflbif' 
Uchen Seite auf demeelben aufliegt, eo beeckreibt Jeder mit ihm feet mt» 
bundene Panet P eine Figur W, deren Inkatt ein Minimum s w wird, 
wenn der beeckreibende Pünct P mit dem Sckwerjmncte ® der Ecken 
dee Vielecke 9S »ueaamienfdUt , ineofem deneelben die Summen der 
entepreckenden Nebenwinket beider Vielecke S8 und U ale Coefjßcienten 
zugeküren. Alle Puncte P, weicke gleickweU von dieeem Sckwerimnete @ 
mbeteken, beeckreiben Figuren W von gleichem Inkalte, und auck umge-^ 
kekrt; und zwar iet für jeden Punct P der Inkatt W gerade um den- 
jenigen Kreieeeetor, der den Abstand i zwischen P und ® zum Badiue 
und die Summe (Sr+q) aUer jener Nebenwinkel zum Centriwinkel kat, 
gröfeer ale jenes genannte Mininmm w'^ 

%. XXXL 

Vornehmlich znm Behnfe unterer Betrachtnngen auig fiher daa Ver- 
stehende noch Folgendes bemerkt werden : 

Es ist klar, dafs der Schweipnnct (S sowohl direct, als auf folgen- 
dem^ Vi^ege gefunden werden kann« Man suche f&r die Ecken A,B,C,.... 
des Vielecks 9) zwei Seh werpuncte fi' undfi^i, indem man für den ersten i9 
die Nebenwinkel des Vielecks S$ selbst^ für den zweiten Si die reapeeti- 
Ten Nebenwinkel St, fS, S, •••• des Vielecks U als zugehörige Coe^ 
ficienten ansieht Nimmt man alsdann in der Geraden 88t denjenigen 
Punct ®, der sie so theilt, dafs: 

f5. S(2>xS,®^ q:2ri 
so ist derselbe offenbar der Tcrlangte Sdkwerpunct 8. — Sind insbeson- 
dere die Nebenwinkel eines jeden Vielecks unter sich gleich, so fallen die 
drei Punete 8^ St und @ zusammen« Dasselbe kann aber auch unter an- 
dern Bedingungen einlreffen« 
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Ferner kaon der InkaU der Figiir W unter anderer Form, ntmlieh 
durch Ewei Figuren !SB vnd t dargeartelU werden. Denn wird der obig» 
Anndrack f&r VF wie fdgt serlegt (90) : 

ud dnzeln geeetstu 

f7- 85 + i2(«^ J) c= SB; iSC«'«) « 5, 

M kann aan aid tmter 9BB die nämliche Figor denken , welche bereiia 
ohen CS« XXVII. ) conatmirt worden; Z aber soll diejenige Figor aeii^ 
weldbe dorch die geeaaunten Kreiasedoren gebildet wird» die in den Neben* 
winkeln % fdf CF, •-••^ dea Yielecka U mit den Strahlen a, k, c, .... ala 
Badien und swar unter der Bedingung beschrieben werden, da(a alle 
Sectoren nach einerlei Richtung hin liegen ; was wie bei 9B, auf xwei 
verschiedene Arten geschehen kann. 

Ueber den Inhalt der Figur SB aind die weaentlidisten Relationen an 
genannten Orte aufgestellt; nimlich er wird ein Minimum ss lu, wenn me 
dem Schwerpuncte 8 entspricht; aafserdem ist fär jeden andern Punct F.* 

98. 9Bssm + Ta^ 
wo 9 den Abstand des Puncts P von 8 bezeichnet. 

Wird die Figur S för sich betrachtet, so folgt ihnlicherweise, dafa 
ihr Inhalt dann ein Blinimom ssst wird, wenn sie dem oben genannten 
Schwerpuncte 8i entspricht, und da(s für jeden andern Punct P 

99. S=it + iq.*; 

ist, wo 9^^PSt und ()s^+«-i-S+«**M «• XXXO« 

Demnach hat man (96) : 

100. W = 5SB + S = » + ira* + t + iq.^r. 

Die Formel (99) enthält folgenden Satz : 

^^D^r InkaU der Figur % ist dann ein Minimum s t, %Denn $ie 
dam Schwerpuncte 8g entspricht; beliebten Puncten P, welche gleich-^ 
weit vom Schwerpuncte Sg abstehen, entsprechen Figuren % van gleichem 
InhaUe, und auch umgekehrt; und zwar ist der jedesmalige Inhalt ge^ 
rode um denjenigen Kreissectar gröfser als jenes Minimum t, welcher 
den Abstand s^ der Puncte P von 8i zum Radius und den constanten 
Winkel o zum Centriwinkel hat." 
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$. XXXII. 

Bleiben alle Voraossetzangen aber die Vielecke !8 vnd U die nftm- 
licben, wie oben ($. XXX.), nur da(s ^, tsMt auf der AafMnseite , jetsEt 
auf der innera, coocaven Seite von U rollen soll; so sind dabei im Allge- 
meinen drei Fälle zu unterscbeiden, namlicb entweder sind: 

a) Die Nebenwinkel Ä, B, C, ..•. iea Vielecks 93 alle grölser, 
$ia die ibnen entsprecbenden Nebenwinkel % ^j (i^ .... von Uj oder: 

|3) die erstem »He kleiner als die letztem; oder endlicb 

y) die Nebenwinkel A,B,C,.... von fB theils kleiner, Aeils grdiser 
(oder tbeils, weun man will, auch gleich^ als die Nebenwinkel % ^f S, ., ... 
von IL 

Im ersten Fall i— jder am leichtesten dannstellen ist und am meS* 
sten mit dem froheren übereinstimmt , daher hier audi allein berncksich* 
tigt werden soll — beschreibt jeder mit dem Vieleck Sß fest verbnndeae 
Pnnct JP irgend eine Figur Wf welche auf analoge Weise, wie oben, 
ans Dreiecken, deren Summe =s Sß ist, und aus Kreissectoren besteht, 
deren Radien a, by c, ••«., deren Centriwinkel dagegen Ji— $(, B — ^ 
C — €, .... sind; so dafs also hier: 

101. ir»f8+i2[a^(i*'— 9l)]««+iS(«»i*) — iS(ii?8()«!©— ^^ 

10«. ir = « + i 2 [«! (-i— 3()] + 1 gH2 T— 0^ 

103. tr—aJ + iSCarCii— 3t)], 

104. W=w + ii^(27r-^(0, 

106. »F = w + rr^--t— ic|<, 

wobei w und die Strahlen Hi (d.i. «i, ^i, ^i, ..«.) sich auf den Pnnct &^ 
dagegen w und ^, t und ^i auf die Puncto S, JSi beziehen, und die drei 
Puncto Sy St und @ die Schwerpuucte der Ecken A, By C, .... des 
Vielecks ^ sind, wenn ibnen beziehlich die Winkel 1) A^ J9, C, ....^ 
2) 9(, », €,.... und 3) Ji— 2t, B— 95, C— €, .... als Coefficienten 
zugehören. — Der gegenwärtige Schwerpunct @ ist hiernach von dem 
obigen gleichnamigen ($. XXX.) im Allgemeinen wesentlich verschieden. 
Aus den vorstehenden Gleichungen folgen übrigens analoge SatsM wie dort. 
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1^ xxxin. 

iJJkt inaQ die der bisber^^eii Betracbiuog zu Gniode liegenden Viel- 
ecke 18 und U in Cunren 98 und U fibergeheo, wobei jedocb vorlaufig $8 
geioUossen nnd stetig contex, dagegen U nar längs des Bogens Wli 
(Fig. 10.} 9 ao weit jene anf ihr rollt ^ stetig oonvex sein soll: so bleiben 
die obigen Gleichnngen offenbar auch noch für den gegenwärtigen Fall 
gültig I so da(s man also audi filr diese Cnryen nnmittelbar hat ($• XXX« 
nnd XXXI.} : 

m. ir=fB + i2i:a^(il+901 = ® + 5, 

loa fr=!8 + i2[ar(-i + 3l)] + i«'(2ir + q), 

109. w = « + *2[iir(-i+a)], 

110. 9r^w+ii^(27r + (0j 

11«. IT = W +«•!*+ t + |q*?. 

Der Weg jedes mit der Carve f8 verbnndenen Pnnctes P — - der 
froher ans einer Reihe Kreisbogen bestand -~ wird hier irgend eine Cnrve 
PPg^ so dafs die von P beschriebene Fignr IV von zwei gleichen Gera- 
den P% Pi9(i nnd aswei Corven PPi^ ^^i begrenzt wird, wovon die 
letztere ^ als Basis ^ allen Figuren W gemein nnd gleich dem Umfange der 
Curve {8 ist 

Der eigentbümliche Pnnct ^^ welchem die Fignr w vom kleinsten 
Inhalte entspricht, behält seine frühere Eigenschaft: nämlich er ist der 
Schwerpnnct der Cnrve $85 wenn ihren einzelnen Pnncten Coefficientea 
Mgeordnei sind, die sich verhalten wie die Summen der unendlich kleinen 
Winkeil welche die Cnrven Sß nnd U in den correspondirenden Pnncten 
mit der Tangente bilden, oder wie die Snnunen der corres^ndirenden 
Krfiflunnngen beider Cnrven (vergL S- XXVIIL n« XXX.). Oder nach 
($, XXXI.} kann der Pnnct @ wie folgt gefunden werden« Nämlich von 
den zwei Pnncten S nnd ^1, welche dort zu Etelfe genommen worden, 
ist hier der erste, S, der Krflmmnngs-Schwerpmict der Curve 93 (^ XXII.}; 
der andere, Si^ ist Schwerpunct derselben, wenn ihren einzelnen Pnncten 
Coef&cienten gegeben werden, die sich verkehrt verhalten wie die Krüm« 
nnngsradien der Basis U in den correspondirenden Puncten. Der Ponct @ 
ist alsdann der Schwerpunct der Ponote ßl nnd ^1, insofern diesen be- 



IIA 8* Stein €r^ von dem KrSmnmnfg-'Sühwerpuneie ehener Curtßen. 

ziehlidi die CoefBcienteD 2^ und <| mgewdul werden^ flN> dtb tbo 69 
wie fritter, darck die Gleichengt 

geliinden wird 9 wo jetzt q der Wiokel ist 9 unter welehem die NomaleB 
9(09 9(jiO der Basis U9 in deu Endpaneten dee Ten SB fiberroUtea Bogem 
tkk eehoeiden (S* XXX.)« 

Die Figv 9B iet die nimliche» welche bereits ia (f. XXTIIL) b&- 
her beeclirieben worden. Die Figor S entntelii snfdge (9. XXXL) da- 
dnrch9 dafe der Terinderliche Strahl PÄ ss # (d* h. jede Crerade ans den 
fetten Pole P nach irgend einem Pnncte Ä der Carve IB) auf der Taa- 
geate WP im cwreepondirenden Pancte 9( der Baeia U nach conataater 
Eiditang ahgetragen9 also Wps»m genoauaea wird; wo dann diesen he* 
grenate St&ek der Tangente die Flache der Figur t « ^^i%WP he» 
schreibt, welche somit Ton zwei Geraden Wß^ Tii^i and awm Cnrven 9(Xi 9 
9^1 begrenzt wird9 von welchen die letztere der Ort des Endpancts der Taa- 
geate ist Dprch xo and t sind die kleinsten Inhalte der Figoren 93 and S 
fcezeichnet9 die statt finden 9 wenn diese beziehlich den Schwerpaactea S 
aad 81 entsprechea. Bndlich sind 9 aad Si die Batfernangea des Panctes P 
Toa den Schwerpoactea iSf aad 81. 

Die obigea Gleichungen enthalten hiemaoh, anter andern 9 folgen- 
dea Satz: 

„ Wenn in einer JB^ene eine geeehloeeene, etetig cofwexe Curve 9 
mif einer betieiigen festen tonvexen Curve U rollt. He sie wieier mU 
dem anfängUehm^ Punete C4) ^ dieser nufUegt, ee hesekreibt jeder 
mit ihr verbundene Punct P irgend eine Figur W^ deren Inhalt dmm 
ein Minimum = w wird^ u>enn der beschreibende Punet der oben je- 
nannte Schwerpuncf & der Curve f8 ist Punete P^ welche von diesem 
Schwerpuncte ® gleich u>eit abstehen ^ beeehreiben Figuren W von glei^ 
chem InhaUe, und auch umgekehrt i und zwar übertrifl dieser Inhalt 
jenes Minimum w jedesmal gerade um den Kreissector, welcher den Ah-- 
stand i dee Puncts P von @ zum Radius und den eonetanten Winket 
2 ST +4) zum Centriwinkel hat (HO):' 

lieber die Figur i wird Im Folgendea eta allgemeiner Satz anfge- 
stellt werdea. 

Anmerknng. RoQt die Curve !8 auf der concaven Seite der 
Basis U9 und findet dabei der besondere Umstand Statt, data in je zwei 



MlfpreoktodM Punetett Mitr Ciirvfi, di« tnte !B (rölvere Krimmung 
lial, da 4te uden Ui m «tUU aM aulofe Giddninfen , wie vorbin, 
Binlieh nu liat onr io di««» — H, — q, — $, — f beaidiUch «talt +<N. 
+<)i 4*2) +t s» MtMa, «n JMe « erlnlten (S. XXXIL). Auch wenn 
«üfekebi die Cwe flß io jedem Paoete kleinere Rranmaog hat, »Is die 
Barie U . in eataprecliendea Paneto) Waen aidi analoge Formeln aufstellen. 

S. XXXIT. 

Die ▼orateheade Betraelrtnog (%, XXXIIL) kann dadordi verallge- 
■eiaert werden, dala auui die Bedingang: „die Canre SB aolle geachlossen 
aeia nad so lange roUea, bia sie wieder aut dem anfitof^ichea Poncte auf 
der Basis U aufli^e" weglilst oad TiefaBehr aaninait, sie rolle aai einen 
beliebigen Bogen, etwa nai den Bogea ACB^%^^ (Fig. II.), dab« 
jedocb ifluaer aocb die Bedingeng festbilt : „dab von den beiden Bogen, 
dem roUeaden AM nad dem aberrolltea featen Süd» keiner einen singniiren 
Pne( kabe." Unter diesea Usmtiaden gelangt man in der Tbat na nm- 
fiuNMnderen Besaltaten nnd es sind dteselbea dnroh das nimKche einÜMsbe 
and aaadiaaliebe Yerfabren nu beweisen, wie die bisherigen. 

Denn eben se, wie rorbin, folgt aocb für den gegenwartigen Fall, 
dab die Toa irgend einem mit der vollenden Canre AB (oder 93) Tor- 
bnndenen Pnncte P bescbriebene Figur W^PPi%^%Py ihrem Inhnite 
■aeh, i^eicfa ist der Summe zweier anderen Figuren SB «b PA^JBP und 
X MB ll^^i!5(SS(, welche auf die früher angegebene Weiae entateben 
(S.XX?III. nnd «.XXXIIL). Die Figur 9B besteht aber aelbst aas zwei 
aaderea Fignrea F und T» Ton welchen die erste Fss Sector PACBP, 
nnd die aadere T=sJ^^JBCA, ao dab also 

113. .ITaaF+T + J. 

Fdr die Figuren T nnd S, jede Ar sich betrachtet, hat num m- 
aidwt, gemifs dem FrOherea, aaehstehende Formela : 

114. T = \MtfA) s \ ^{fi\A) + if #«, 

IIA. $ « iS(«'2i) = iS(«;a)+i<»*!, 

II«. / » V^i^A)* ond t a i2«^), 

117. r ES /+ifs% nnd $ sa t + i<«»!, 

wobei ^ nnd t die kleinsten Werthe von 7* nnd S beseiohnen, wdche 

Statt iadea, wenn der PolP baaidilich mit dem Sobwerpnaote 8 oder (9, 

snaMmaenfiUlt, d. b. mit dam Krunnwiigs- Schvrerpancte i9 dea BogOM AB, 
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118 8» Siiintr, mm dnn ISrimmumgs^Sd^wnfmioie eherner Cwven, 

oder mit dem fSkAwerpmicte 8i deeselben Begens^ Mrofern die Gewichte 
eeiaer dnuloen Pmiete nUsh vwbalted, wie die KrammaogeB dee BogeM %^ 
in den correepondirenden P^ncten« Der Strabl tfi reprasentlrt die Abeiande 
eowobl des Ponctes S als des Peectes St Von den TereeUedenen PoncteD 
des Bogens AB; s nnd Si rind die BntfereoBgen dee Pnnctes P von 8 
nnd Sg} und endlich sind f nnd q die Winlcel swlsehen dm Normalen AQ 
und BQj ^0, und 930 io den findpnncten der Bogen AB^ 9(!ft. 
In der Geraden SSi »s 4 nehme man den Pnnct & so, dab 

dafs also @ der Schwerpnnct Ton S nnd i9| ist, wenn diesen die Coef- 
ficiettten f nnd q s^ngehören, (oder der Schwerpnnct des Bogens AB in 
BAcksidkt der Krummnngs-^SnBunen heider Bogen AB nnd 9^8 in ihren 
entsprechenden Pnncten). Wird femer PB sas i gesetart, so hat man fnr 
die Summe beider Figuren T nnd £ : 

11». T,+J,=:<+t+ijj^ir, 

wo 7i und 2i die Stelle Ton T und % in dem Falle yertreten, wenn P 
in den genannten Schwerpnnct @ fallt , und in weldmn Falle , wie man 
siebt, die Summe T+S ein Minimum wird (ItO). 

Nun kann ferner der Sector F immer als DÜTerens (oder als Summe) 
zweier andern Figuren angesehen werden, nftmlicb des Segments ACBDA 
ssa €1 nnd des Dreiecks APB s&j^by, dessen gegebene Grundlinie AB ss k 
und die veränderliche Höhe FE = }*, so dafs also 

Fes C~|»y. 

Hierdurch and vermöge (ICO) geht die Foroid (HS) in folgende über : 

wo redits alle Gr&Csen, aufser $ «od y, coostant mnd. Diese £wei Ver> 
iaderlichen lassen sidi aber dareh ein6 einzige ersetzen. Ans (3 auf die 
Sehne AB fiüle man das Perpendikd %Dotp, nehme in der Verlänge- 
rung desselben, hinter @, den Pnaet H aN>, dals 



so ist, wenn PJResr gesetsi wiftf «^ (durch BMÜidst P«|)endik4 

•»^vV. and dwaos folflt: 




8« Steiner, von dim KriimmuMgi - Sehwerpuncte tbener Curvm. Il9 

and nithin (121): 

wo Donmehr rechts r die einzige yeranderliche Gröfse ist. Der Inhalt der 
Figur W tadert sidi demnach mit der Entfenmig r des beschreibenden 
Panctes P von dem ausgezeichneten Pnncte ü zugleich, und zwar ist seine 
Zu- oder Abnahme dem Quadrate dieser Entfernung proportional, so dafis W 
ein Mifiimum wird, s w, wenn r tat 0, d. h. wenn P in ü fallt Also ist : 

m. w^G+T, + J,-i*(2;, + j^), und 

Die wesentlichsten Satze aus dieser Betrachtung sind folgende : 

o. jy Wenn in einer Ebene ein beliebiger, stetig canvexer Curvenr 
bogen AB auf der convexen Seite irgend eines anderen stetig canvesen 
festen Curvenbogens 9193 rolU^ so beschreit jeder mit der rolletiden Curve 
fest verbundene Punct P irgend eine Figur W, deren Inhalt dann ein 
MMmumf es w^ wird^ wenn jener Punct der oben construirte besondere 
Punet R ist. Puncte P, welche gleich weit von diesem eigenthümlichen 
Punete R entfernt sind, also in irgend einer um R beschriebenen Kreis- 
linie liegen, erzeugen gleich grofse Figuren W, und auch umgekehrt; 
und zwar ist ihr Inhalt gerade um den Sector des genannten Kreises, 
dessen Centriwinkel s^sq-^q^ also constant ist, gröfser als jener kleinste 
InhaU w (IM)/' 

b. 1) „Bewegt sich eine veränderliche Tangente A^ an einem 

stetig emwexen Curvenbogen ACB unter der Bedingung, dafs sie in 

jedem Augenblicke dem Strahle PA gleich ist, welcher ihren Berührungs-^ 

punct (A) mit irgend einem festen Pole P in der Ebene der Curve ver^ 

bindet, so beschreibt sie irgend eine Figur T, deren InhaU dann ein 

Minimum, sst, wird, wenn jener Pol der Krümmungen Schwerpunct S 

des gegebenen Bogens ACB ist. Polen P, welche in irgend einer um S 

beschriebenen Kreislinie liegen, entsprechen Figuren T von gleichem In-^ 

halte, der jedesmal gerade um einen Sector jenes Kreises, welcher den 

eanstanten Winkel q zum Centriumkel hat, gröfser ist, als jener kleine 

ste Inhalt t {iVty Und 
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2) „Ist muftmt iem Bogen AB imcA kyeni ein mätrw^ $Uiig mm- 
vexer Bojfen 9(€9 von fleieUr Ldngo go g tk on , vni how^ tkk mn iam- 
seUen Ho Tangonte W^ w^er der BeÜngmif, it^ «•» siet* dorn 
Strakle AP glekh ist, wekhor den ihrsm BiiArun§sptmeto oorro tp om 
direnien Ptmet in der €)mne AB mit dem festen Pole P verUndtt: 
so hesekniSbt sie irgend eine Figur %t deren hthdU ein Miniomm wird, 
ma t, wenn der Poi der oken bestimmte SMwerpun e t 8t des Bogen» AB 
ist} Hegt der Pol P in irgend einer um 8^ hesekriebenen Kreislinie, 
so nimmU der InMU von % gerade um «Amr 8eetor dieses Kreiset f dee- 
sen CentrHvMeel dem eonetimten Winkel (| gleich ist, zu (117).* 

S) „ Werden, fkr einen und denselben PolP, JRe beiden Figuren 
T undt zugleich betrtushtet, so ist ihre 8nmme T-\'t dmm ein Mßni- 
mum asTi+Si, wenn der Pol der Sehwerpunct & ist (d.h. derScbwer- 
pooet des Bogeos AB in Rflckadcht der Krfimimings-Saiiiiiien beider Bo- 
gen AB und %Sd in den eorreapondirendmi Ponoten, oder d«r Stkwetfmot 
der Pnncte 8 und 8i in RflckMobt der CJoeffidentoa f and tf). JUtjgt 
Aer der Pol P m einer KreisSiue, deren BBttelpunct S, so ni$nmt ie 
Smnme T+t um tinen 8eUor dieses Krmses zu, dessen Centrhmnket 
immer sf+<t »/ (iSO)." 

Anmerknng |. Die Tangente A!P oder K9 Ihhhi, tim Beruh- 
mngqrancto ans, nneh xwel entgegen gea etefen Biditnngen genomunn ytut* 
den, wodnreb sn|^eioh swei yeradiiedene l^gwen T und Tj, oder % and 
$, entstehen, aher jedesmal hahen beide «nter sieh gleiehen Inhalt, an dttb 
inner Tss Tt, oder S B:$i\(TergL S> XXTIIL). 

8. Der letale Saia (», S.) findet Ihnlksherwete statt, wenn aofiMr 
de» Bogen %Vb noch mehrere andere Bogen fk^^^^ Sdd» «... inltr 
densriben Bedingungen gegeben aind, denen dann ebonlaUs Sehwerpunete 
8yy 8i, ...., *» wie Winkd q,, <f,, .... und Figuren %,, $,, .... eni. 
gprechen. Nimlieh ihen »e wird abdann die Summe 7+ S -f-$i +21+ .... 
ein Mtb^t*«» «*«r* wenn der Pol P in den Sdtwerpnnet % der Paaeto 
8, 8u 8i, 8t, .... (Eallt, wofam diesen die Coefficientan q, ^f ^^^ ^, .... 
«tgeurdaet aiadi and anfiwrdem hat man für einen hdiebjgen Pol JP, wenn 
F^Ksr gesatet inrd, die Bobtion: 

iw. r+$ +$,+«,+.... « « +i(r +*+%+<». +•«.)»•'' 

Die Biohtii^ diwer Aagabea folgt ieipfat aas (fr VIL). 



S. SWI in Anarfinm dw ofc^W flhi—i (o^X «tef allea Pcncten Py 
Ae in dttr rolleiiden Cimre !B (woToa JCB nv ein begranstM Stack ist) 
ieUbit Hegeo, degaoige gefoden werd», wddier die kleinste oder gr5fMe 
ngv W hemAnüity m i9t klar, dab derselbe nur to Follspttnct einer 
Nonude sein kann, die aus dem eigendifimlichen Poncte JR auf die Corve 18 
geAUet wird. Eben so Torfaik es sieb| wenn derPonctP in irgend einer 
anderen, in der Ebene der tß gegebenen Corvo liegen solL «~ Dasselbe 
kann noch ttber die SttM (h.) bemerkt werden. 

§. XXXV. 

Dnrek £e Torstehende Betraditong (g. XXXIY.) sind wir zu den 
aUgBUMAnslen Besdtalen gelangt Denn nicht nur umfassen dieselben die 
meisten friberen als besondere VUle, sondern es folgen daraus noch zah(- 
reicbe andere, speeidle Satse, wofern man nimUch in BAcksicht der gege- 
benen Elemente bestimmte Einscbrankungen und Modi6cationen eintreten 
lifst ^. Dahin g^iört unter andern : dafe die Winkel f und q bestimmte 
Werthe haben Cwie z. B. wenn ftas'iir und die Cunre fB geschlossen, 
also die Sehne ÄB^O is<, wodurehman n den Besultaten in g.XXXIIL 
gelangt): da(s die eine oder die andere gegebene Cnrve 9) oder U in dne Ge- 
rade fibergebt: dafs femer die eine oder die andere, oder dab beide zugleich 
in bestimmte einfache Cunren flbergehen, etwa in Kreise^ u* s. w. 

Von solchen speciellen Sitzen mögen hier noch folgende Platz finden : 

I. Wmm He Ba$is 9(03 sms Gmraäs wird und 

i. AGB SM MiMger Cwrvenkofm Umtt 

In diesem Falle wird «esO, SbO andiSfi yersdnrindet oder konpnC 
lAdit iu Betradit, so dals & wh S smmmmenfiiUt Daher wird der man 
ges^ehnete Punct JS gefunden, wenn man aus dem Krflmmungs-SiAwer* 
MBCle S des rollenden Bogens AB auf die Sehne AB das Perpendikel SD 
ftllet und auf dessen Veriingemng, hinter 8, den Punct R so nimmt^ 

dals (133) : 

138. BSt=z±.. 

2? 



o) Da rosa sid^ in Utersr und in nautHrer IM^ ss vielfiMh mit Betrashloiig dar 
te«htMUen snmiiglsu Corv« (ibiiMics) bascUtftigft hat, ss doifto es woid AoflUieud 
SchsiaM, daft das obigs sinfiuske und aUgsmeiQe OsssCa, dam dia Qaadratar ja ainas 
S^ilasis saMiar Curren u ala iw arfan ia^ sa bage raibargan idaiban kannia. 



182 8« Steiner, von dtm Krimmungi-^Sehwerpunete ebener Curven* 



Die obige Formel (126) radnotrt Bich bier inf folgende : 

129. ff ^ w^ifr\ 

Da» heifst : 

,,BoUt ein ^tefuf eonvexer Gurvenhogm AB auf einer feiten Ge^ 
raien igSb, so beeckreibf jeder mit ihm verbundene Punct P irgend eine 
f^r W, die am kläneten wird, s» w, wenn jener Punet der varge^ 
nannte Punct R ist. Puncte P, wdche in irgend einer um JR heeekris^ 
benen KreisÜnie liegen, erzeugen Figuren W, deren InkaÜ gerade um 
einen Seetar des Kreises, dessen Centriwinkel sss f, gröfser als jener 
kleiMte Inkalt w ist.*" 

Anmerkang. Da aaeh hier, eben so wie (S.XXI.)» die Figor W 
allemal gerade doppelt so grols ist, als die dem namlicben Pnncte P ent- 
sprechende Folspnncten - Figor V in Bezog aof den gegebenen Bogen AB^ 
was sich gleicberweise zeigen lafst, so ist die Figur F demselben Ge- 
setze onterworfen, wie die Figor W^ d. Il „ihr Inkalt wird ein Mini^ 
mum, SS Vy wenn sie dem ausgezeichneten Puncte B entspricht f für einen 
beliebigen andern Punct P, wenn PR s r gesetzt wird, ist 

ISO. re3t? + iyr% 

also die Inhalts ^Zunahfne gerade £e Hälfte des Kreissectors, der r zum 
Badius und f zum Centriwinkel hat!* 

9. Wenn AB insbesondere ein Krmsbogen ist. 

Dann wird Q der Mittelpanct des Kreises alM) f der Centriwinkel ober 
dem Bogen AB^ und dann fallt der KrAsMongs-Schwerponct S^ oiTenbar 
mit dem gewöhnlichen Sehwerpnncte des Bogens AB zosammen, so dafe 
sein Abstand vom Blittelpnnct> wie bekannt: 

131. Q8 = ^. 

Diese Grcrade QS steht anf der Sehne AB^=sb senkrecht; daher 
liegt auch der aosgezeichnete Punct It in ihr, und seine Entfonung vom 
Mittelpuncte Q ist (128 u. 181): 

182. QB^ Q8+SB = |5, 

also : „gleich der dreifachen Sehne divii^t durch den doppelten Centri^ 
winket!* Blan erkennt daraus, dafs B sowohl innerhalb als jenseits des 
Kreises liegen kann, nachdem naudicb 3A<2^a oder 36>2f4i, wenn a 



8. Steimtr, von Jkm Eru mm t u i g s - Sa h we rp im elt tbmir Qavm, 133 

4er Radio« des Kreise« ist. Ist Hws2fatm2ACB, also der Bogen ge- 
rade anderthalb nai «o grofSi, ab die Sehne» wo ftllt Jl ia den Bogen AB 
•db«( und swar in dessen Mitte. 

Oa S«0 (1), 80 i8t(tl9)t 

und weso P im Hittelpaiicte Q des Kreises liegt, so ist 

F = ^ya% aud (114) T 8= ^^a\ 

dalMT ist für diesen besoodmi Fall (was aueh unnittellMr folgt, da die 
von Q beschriebene Fignr Wt ein Beditedi ist, dessen Seiten a und ^ a 
a* ACB sind) : 

ond daher folgt för die von R beschriebene kleinste Figor (1S9 u. t3t): 



133. w = y«'-i«r(|J)' = fa»-g|*' = «* («r - ^^ sin W') . 

Ffir die von einem beliebigen Pancle P beschriebene Figur folgt 
mumehr (1S9): 

134. W « qa'^-V' + l^r\ 



Figuren fV und w sind hier besptimmie Stficke von gewöhn- 
lichen Cykloiden (gestreckte oder verkürzte), uämlicb solche Stucke, 
welche von einem Cykloidenbogen PPi, den beiden Normalen in seineu 
End^uncten, jPS( und PS&^ ond der zwischen den letzteren liegenden 
(geradlinigen) Stredce 3(18 der Basis begrenzt werden. Die Formeln (184 
und 183) geben die Quadratur dieser Stücke mittelsi der gegebenen Elemente. 

In dem oben genannten besonderen Falle, wo Ü=2^a ist nndü 
in die Mitte des Bogens AB fallt, besteht die kleinste Figur w aus zwei 
einander gleichen Sectoren dw sogenannten gemeinen Cykloide, und als* 
dann ist 

Insbesondere kann auch ii^essO werden, nämlich in dem Falle, wo 
^a:A8ss3:|r8 (1S3), d. L wo der Bogen ACB sich zur Sehne ilB ver» 
halt, wie 3 zu y^. Alsdann ist PF = ^qr, und A liegt jenseits 
des Kreises« 



124 S. Steinttf vm dem Krümmmn^m Setwtrfi mH t Atmr Curvfii. 

U, Wenn ÄCB im mm ti^rmb Uergtht und 
i. äie BästM Wd wu hdi0bi§e Cmve iMbt, 

la diesem Falle ist otfonlMr TaeO, GtaiO und f «0, md Ter- 
möge des Letsteren reracbwliidel der Pimet 8i dal^r Tereiaigl «ick der 
Fand € mit *9|, dieser aber lie^ ia der Cleraden AB selbst, aiadidi er 
ist ihr Schwerpuncl, wenn sie ao schwer gedadit wird, dab die Gewioiite 
ihrer einaeloen Puoct« sich Terhalten, wie die KrOnHaoageo der Basis Kt5 
io den correspondirendea PoncleB. Daher wird ferner der aufeieichneCe 
Paact 11 erhalten, wenn man ia dem P«Mle i% aaf die Gerade AB»i 
ein Perpendikel errichtet (aadi der Basis 90ß Üb), aad in deiase l bea Jl 
so ainmt, dals (ISt) 

136. «,B-lj-^ 

Hiemaoh redaeiren sich die obigen Fonnela (t$ft v. IM) — da asoh 
j9 SB 0, weil Stirn AB Hegt — auf folgende : 

186. u> s t— i*^ « t— i^l?, 

137. 9F = w+^t* s t-g^r+i(,f» s t+i4(r»— 13»). 

Also : „ WH*t $ich eine Oeraie AB (ron dem einen BndpMele A hm 
znm andern B) muf irfend einer fMem, «Mif eomexen Cnrwe Wb, eo 
heedtrmkt unter uUen mit ihr fiet veriunden en Pmteten (d. h. die ihr« 
Lage gegen die Gerade ABy wihrend dteso sieh bewegt, nicht imhcn) 
der keeondere bestimmte Punet B die Ueinete Figur w; die m« IryMMf 
einem anderen Punete P beeekriebene Figur W i$t ^edeemul um den 
Kreieseefor, deeeen Radme r mm PB und deeeen Centriwinkel <i (■■ dem 
Winkel swiaehen den Normalen in den Bnd^nneten der Basis tUB), gri^^er^ 
aUjene," 

Für dea beaondarea FaD, wo r«t|S ist and somit der Pnnat i> in der 
mit dem Badins ßtssBSi am den Pnnot B besch ri eben en KreMhiie ilift, 

hat man (137) : 

tu. IT, « t; 

und in der Tbat fällt die von dem Puaoce S, beschriebeae Figar,^ weleher 
Punct in der Kreidinie liogt, mit der Pignr t xnssmman. 

Unter allen Pnncten, wehsbo in der Geraden AB selbst liegen, be- 
schreibt Si die kleinste Figor t; jeder aber beschreibt eiae Bvohreate der 
Cnrre Wb (oder vielmehr Ewei Bogen dersdbon, nnr der Eudpuna A 
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oder B beschreibt bloCi dben Bogen)» so dab oIm is dteoem Falle die 
Figur W irgend ein beBtimmtes Stock der Bvolvente ist (im Allgemeinen 
s wei Sectoren donielben) ; zudem föllt IF mtt der dnrdi % bez^ridinetea 
Figur zusammen ($. XXXIV.)» nnd in der That geben die Formeln (117) 
und (137) für beide den nimlicfaen Inhalt, indem r, ß und Si die Setteo 
einen rechtwinMigen Dreieck« sind und didier r^— |3*s=^ ist 

9. Wenn Üe Bans 9($5 nuAewndere em KrMbc§en Ut, 
dann liegt jSi nothwendig in der Mitte der Geraden AB. Der Radius der Basis 
sei =sa; so ist der überrollte Bogen ^äSssqaa^, und firiglich (1S6): 

139« ß^\ih 
d. lu j^ierAhsUmd ß des mf$yez^eknetenPmnele9B mh der Geraden AB 
iit iatb so jfrofs, als der Badhis a der Basis, so dafk er also eoMtani 
UeHiß wenn der letztere gegAen ist, mag die rollende Gerade AB grö/^mr 
oder kleiner angenommen werden; zudem Uegt B nach der Basis Wb 
Un und das aas ihm auf AB gefällte PerpendUM triff die Mitte 8^ 
der letztem.^ 

Die von dem Puncto Si beschriebene Figur t (137) bestdit hier 
aus zwei gleichen Sectoren der Evolvente des Gmndkreises, wenn dieser 
von der Mitte @i des gegebenen iEtogeus 3(9 bis zu dessen Bndpuncten 91 
und Id abgewickelt wird« Daher ist: 

«40. t = ^qy « ^qM' a iq'ß", und (13t, 137): 

Die von dem Puncto B beschriebene kleinste Figur w kann, wie 
man sieht (141), negativ oder positiv werden { auch wird insbesondere 
I9S5 0, wenn der Winkel i|ssir3, oder i=sa/*3; alsdann ist die von 
irgend einem Pnncte P beschriebene Figur 

143. IF=lrV3, 
d. L gMch dem doppelten Inhalte des gMcks^tigen Brmeeks Ober dem 
Abstände des Punetes P von B*' 

Liegt der Punct P in der rollenden Geraden AB selbst und wird 
PSgoss^ gesetzt, so ist r^ssß^ + s[^ und daher hat man (143): 

144. W = ^i»»^+ic|< = ^<C<^' + U^. = iq'ßHi<l«*.t 
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ItC ^ SteintTf von dem Krlimnttiugi'Sekw0^wiOie Amtr Curvtn. 

WO Jeiat W ein beaftmuBtes Stuck irgend einer Evolvente des Gmnd- 
kreines iit, welches von einem Bogen PP| derselben , den Normalen PSt 
nnd PS^ in dessen Endpnncteni nnd dem correi^ndirenden Bogen Wd der 
Basis begrenirf wird. 

Es ist klar, dais ancb in andern Fällen der Schwerpunct 8^ in die 
Mitte der Geraden AB fallen kann^ wie s. B. wenn die Basis 319 in Bezug 
auf eine Axe senkrecht symmetrisch ist, also etwa der Bogen eines Kegel- 
Schnitts, in dessen Bfitte der Scheitel einer Axe desselben liegt Von solchen 
Beispielen mag hier noch das folgende in Betracht kommen, wo nämlich : 

B. die Bam 9(0} em gmnzer Bogen der gemeinen Cykloide iH. 

In diesem Falle wird qssT, also ßc=s ~, wodurch die Lage des 

Pnnctes JS (in RAcksicht der rollenden (Graden AB} vollkommen bekannt ist, 
indem 8^ in der Mitte von AB liegt Der Badius des Kreises, durch welchen 
die Cykloide W& erzeugt worden, sei a, so ist bekanntlich Sass 9(t5usu 
AB SS 6 s 2 T j?« Aus einer andern, allgemein bekannten, Eigenschaft der 
Cykloide folgt leicht, dab der Inhalt der von 8i beschriebenen Figur: 

146. t = 4Ta^ =: ^xV" = Is^l?. 
Daraus folgt weiter (136 und 137): 

**«• •*'='-l6i-* -*-li-« '^-T-*^» 

Ffir die von den Endpnncte A oder B besebriebeae Figvr (die 

Evolvente der Cykloide W&^ ~ fiir welche r> a* ß* -f (| »)* <s ^^^ V — 

hat man: 

148. W =5 tV-«-»* a 12.Ta* «= i.flr?!?. 

UI. Wenn ACB ein Kreiehogen und 
1. die Basis 9(9 eine MieUge Curve ist. 

Hier fällt 8 in den gewöhnlichen Schwerpunct des Bogens ABj 
die übrigen wesentlichen Puncto 8g j <S und ü werden nicht naher be- 
stimmt; allein ohne dieselben genauer zu kennen, kann doch der Inhalt 
der dem Biittelpuncte Q des Kreises AB entsprechenden Figuren W und S 
gefunden werden« Denn da für diesen Fall in den obigen Formeln (114 
und 115) der Strahl a constant, nämlich gleich dem Radius des Krei- 
ses ABf so ist: 
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T n iS(a^J) « ifl*S(-i) = iya% und 

149. J = iqa% 
und ferner ist der Sector 

F = iya% 
so daCi folglich (113): 

ISO. »^s= i(2y+q)a^ 

Hiernach bat man folgende zwei Sätze: 

a) „Beweßf sich Mie constante Tangente 9(^ as a länge einer 
f^ten, stetig eonvexen Cune 3(9^ so beschreibt sie mne Figur i, deren 
Inhalf einem Kreissector gleich ist, =iqa^ (1^9) > wücher die Tangente 
KUm Radius und den Winkel zwischen den Normalen in den End/nmcten 
der Curve zum Centriwinkel hat!' — Uierdorch lassen sich verschiedene 
sogenannte „ZugUnien^ (Tractorien) unmittelbar quadriren. 

j?) 9, Rollt ein Kreis auf der convexen SHfe dner festen Curve 9(® 
(um einen beliebigen Bogen AB=i%^, der kleiner oder grölser ab der 
Kreisomfang sein kann), so beschreibt sein Mitte^ßunct Q mne Figur W 
die allemal dem Seetor des Ktmcs gleich ist, welcher den doppelten 
Centriwinkel über dem abgerollten Bogen AB und den Winkel zwischen 
den Normalen m den Bndpuncten der Basis 3(03 zusammetigenommen. 
zum Centriwinkel hat (150)." — Die vom Mittelpuncte Q des Kreises 
beschriebene Curve QQg und die Basis S(9 heifsen „parallele Curven^ 
Die Figur W ist ein Stack des Ringes zwischen denselben, begrenzt durch 
die gemeinschaftlichen Normalen Q^ und Qi 93. Die Länge der Curve QQ^ ist 
ss(^-)~q)^» was aus einer andern geometrischen Betrachtung leicht folgt. 
(YergL Abb. vonCrelle in Annal* de Math, par Gergonne, tom. Xlt) 

9. Wenn die Basis 9(^5 auch ein Kreisbogen ist, 
dann fällt auch S^ in den gewöhnlichen Schwerpunct des Bogens AB^ so 
dab folglich die drei Puncto S^ 8i und ® in demselben vereinigt sind» 
Nun liegt der eigenthumliche Punct R in dem durch <S gehenden Durch* 
messer des Kreises ABj und sein Abstand vom Mittelpuncte P des letzte- 
ren ist (131 u. 1S8) : 

iRi #ip— ^» ^ _ 3q+2q h _ 2a + 3i b _ 3 + 2n h 
löl. V^'-J + 2(ffT)'^2q + 2q'q ^ 2a+2a' q — 2(l + ii) ' j ^'' 

WO a der Radius der Basis 9ti5 und das Yerhältnifs der Radien aiass^n 
gesetzt ist, (es ist dann auch ^:q^=:n). 

Da hierdurch der Abstand (n) des Mittelpuncts Q von dem Puncto R 
gegeben ist, und da man auch den Inhalt der von ihm beschriebenen Fi- 

17» 
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gv W kennt (150) : so wird dndnreh der Inhelt der vio B beed riefc e Mt 
fcieimiten l*ignr w gefenden, niodkA (IM v. 160): 

IM. in«K2f+<l)a^-i(f+^)r? -> K2f +<l)ä*-*2^^^-.Qy 

" f y«^+*(t+i»)y(«?-»1)« K2+«)f^-i^^^^f *'. 

Non wird weiter der Inbalt der Ton dneni beliebigen Pnncte P b*- 
■driebenen Bigv W fefimden, eobald nuyi denen AbeteMl r, von Jt 
kernt, niniiek ei Irt (18t) : 

- *f [(2 +»)«*+ (»+*)r'-i^-?^^(|)'], etc. 

Die Figur IT ist hier ein bestinmitee Sf ick irgend einer Epicjdoidte» 
itmiem Qnadrator dnrdi die Toratebende allgenieine Formel gegeben wird. 
Der Winkel ^ (00 wie q) kann beliebig grols sein, d* k ar kann beliebte 
TielfiM^he von 2r enthalten ^ wo dann zngleich auch der Bogen AB eben 
so ült den ganzen Kreisunfang naifalst Ist ^ gerade ein Yielfoches ron 
2t f 80 ist allemal ^die Sehne &ssO, und daher aneh QR oder r|S=sO^ 
d^ h* dann ftDt der ansgezeiehnete Pnnet II in den Mittelpnnct Q den 
rollenden Kreises^i nnd ans den Formeln (16S nnd (153) versehwinden die 
mit b (oder rj behafteten Glieder. Um dieses Versehwinden in den For- 
meln selbst anzudeuten^ darf nur 24isin|f statt b gesetst werden* — 
Es sei f s5fli2Tt wo m eine ganze Zahl«^ so hat man: 

w « tii(2+ii)ara*; fV « m(2'^n)r^+m{i+m)7rr\ 
nnd wenn zugleich qssmST, und m ebenfalls eine ganze Zahl, jedoch 
m nnd m relative Primzahlen sind^ so ist ; 

164. w s=s (2m4-ni}ra^, nnd 

tftS. IT « (2m + m)Ta^ + (« + m)itr% 

wobei nämlich die von dem Puncto P beschriebene Corvo (Epicyetoide) 

sieb schliefst (oder in sich zarOckkehrt} , und der Kreis Q odtt AB ge«> 

lade mmal um die Oasis U oder StS& bemmroUte 



& SUintr, vm dmt MrSmmmmgi'-Sauamrfmiat* tbmtr Cmtßsm, t9f 

In Hinidit der kleimlen Vigtt w, mkn der Winkel f Mid^ 
wie im (IftSX kua nook beaieikt werden, dafii ihr Inkalt p ee lü i «der ae- 
gatir nein kann, and dalii daswiaiAen w^O wird» weaa: 



15«. r! » 
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?-». oder (iV«4<.Ji±lH-+2)a% 



nd «omit die Abstiode r^ ond - der Poncte JS «od S von dem Mittel** 

j 

fucte Q dee n^eodee Kreisee dnek die Radien beider Kreise gegeben 
Die Wertbe von W sind dann : 



157. W = i(f +q)i^ = i(l+«)fr»- 
Dnd wenn für dieeenFall inebeeondere asso, alno iisl H M batmant 

IM. f1=i#^j (ir^^^J ir-fr\ 

Es pebt noch andere Fälle ^ bei allgeneineren Curven^ wo der 
•igiBtbibnlicbe Pnncc B eich nnmitteibar angeben iafiiti wie s. B. folgende. 

IT» Wmm Jede der iridenCurveH% \X ifeeekUmemiUunddieroUeHde^ 
maen Mittdpunet kai; wenm femer ihre Vmpitige ekh verhalien, 
wie zwei ganze Zahlen e : n , Me keinen gemmneckaftUchen Theiler 
kdben^jedaeh r gerade ieif und wenn endSck Sß so lange rollt, 
Ke eie wieder genam tu ihre anfSnglicke Lage gelangt ^ d. k. Mt 
wieder die ndmMcken Punete A und 91 beider Curten mek treffen, 
was erst nack v UmUhtffm der 18 um U eintritt, und wo dann 
jeder mit S8 verkundene Funet P m mihs ursprihigUcke Lage 
kommt, aleo die von ikm keeekriebene Curve W in eich zurück* 
kekrt: eo fällt der eigentkümHcke Funet E allemal mit dem Mittel^ 
funete der rottenden Curpe 18 zuemnmen. 
Nindicb nnter diesen Bedingungen vereinigen sich die vier Poncte 
S, 8gf & und R alle mit dem filittelpnncte der Cnnre 93. Denn dab zu- 
nächst S in denselben hUe, ergiebt sieb daraus^ dafiar ^r in Betracht 
koHMnende Bogen AB bei 18 gerade aus dem tifacfaen Cmfiuige dieser 
Corve besteht, folglich der Krflmmungs-Sdiwerpunct jS des ganaea Bo- 
gens mh dem des etofachen Umfangss der Curve ® zusammenfallt und 
mithin der Hittelpunct der letztem ist (g. XXIL)* Zugleich folgt hieraus, 
dafir der Winkel qtsu.2irj und da der BndpunctB des Bogens mit dem 
Anfangpiponete A zusammenfallt, daCs die Sehne ä ss is(. Eben so ist der 
Winkel i^aer.Sr, weil der überrollte Bogen Wb aua dem r fachen tJm'* 
finge der Bame U besteht. 



190 8« Steiner, von dem KrilmmuftgS'-'Sohwerpisncie ebener Curven, 



za zeigen, dafe »ach 4er Scbweq^nDCt S^ des Bogens ABy 
welcher von der KrfiomoDg der Basis ^Vb abhängt, in denselben Mittel« 
ponct hUty denke man die Cnrven $8 und U, Ton den Anfangsponcten A 
und 3( aus, beziehlich in r und u gleiche Theile getheilt; so sind diese 
Theile alle von gleicher Lange. Die Theile Ton iO mögen nach der Reihet 
von A anfangend, durch S8i, $82, iOs, •••• 93^ bezeichnet werden. Sfie 
stehen einander paarweise gegenüber und sind congruent — weil 9ß einaii 
Mittelpuuct hat and r ss 2 n eine gerade Zahl ist — so da(s also 9$i = fB^^i y 
fS^sfS^j, .«•• tBnSs^sn> und da(s femer irgend ein Pnnct Xi in fBi 
und der homologe Pnnct X^^i in ^„^i allemal die findpnncte eines Durch- 
messers der Curve tS sind, also ihr Mitielpunct in der Mitte der Geraden 
XiXn^i liegt Heifsen die Theile der Basis U, von 9( aus nach ent« 
sprechender Richtung genommen, Ut, Uz, U3, •••. U„* Jeder dieser Theile 
wird je einmal von jedem der r Umfangstheile der SB — w4hrend diese 
V UmUnfe um U macht — aberrollt, wovon man sich durch bloüses Ab- 
zahlen leicht uberzeogt. In irgend einem Theile von U^ etwa in U:,, fixire 
man einen beliebigen Ponct X: so kommt derselbe mit solchen v Puncten 
XxyX^jX^y.... X^n der rollenden fB in Berührung, welche auf ihre rUsK 
fangstheile iSi, IBa, .... ißnn uo veKheilt, dais sie die findpnncte von 
n Durchmessern der !B sind. Daher haben die Gewichte, welche je einem 
System von solchen r Puncten X|, X,, .... JE^,., vermöge der Krümmung 
der Basis U im Puncto 3?, zukommen, allemal den Mittelpunct der Curve $8 
zum Schwerpunct; und folglich mala auch der gemeinschaftUche Schwer* 
punct aller Systeme, d. L i9i, in diesen Mittelpunct fallen. 

Wenn aber j9 und S^ zusammenfallen, so vereinigt sich auch ® mit 
ihnen; und da ferner die Sehne i ssO ist, so liegt auch II im namlidien 
Puncto, so dafs also die vier Puncto Sj Si^ & und R alle mit dem Mittel« 
puncte der rollenden Curve fß zusammenfallen. 

Werden die oben angezeigten lyerthe für die Winkel q und q in 
die Formel (1^6) gesetzt, so bat man fdr den gegenwärtigen Fall: 

169. fV :sL ti, + (r + ii)7rf^, 
das heifst: 

y, Wird in Mier beHebiffmt Krdiüme, welche mit der rollenden 
Curve % denselben Mittelpunct R Aal, irgend ein Punct P ange9unnmen^ 
so ist die von ihm beschriebene Figur W allemal gerade um die v -{- u fache 
Kreisflüche gröfser, als die vom Mittelpuncte R beschriebene Figur wS" 
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der obigen BedioguDgen (IV.) kann man Terschiedene Modi- 

£citionen eintreten lawen, wobei dann analoge Resultate statt finden, wie z. B* 

i. ^Wenn 93 insiewndere ein Kreis , dagegen die Zahl v beUebijf 

— gerade oder tingerade — nur nicht =z 1^) und u^enn immer^ 

hin V und u relative Primzahlen sind: so findet der Satz glei^ 

cherweise statt.*^ 

Denn wenn anoh v ungerade ist, so' haben docb die Puncto JTi, 

2^, 7s, ••••JT^, da sie noth wendig den Umfang des Kreises 9) in (v) 

glaicbe Tbeile theilen, immerhin dessen Mittelpnnct zum Schwerpunct. 

Fflr diesen Fall hat man, wenn der Radius des Kreises es a gesetzt 

wird (150): 

liO. w sx (2v + ü)rifp und 

1«1. W = (;2v + u)ird' + (r + ii>Tr% 
und üBr den speeiellen Fall, wo P in der Kreislinie 9 selbst liegt : 

162. IF« (3v + 2ü)ra\ 
In Hinsicht dieser Formeb, so wie ia Bezug auf (169), ist zu be- 
merken: ßßdi^ die nähere Form derBasisU, wofern nur ihr Umfang den 
f^brderten Bedingungen genügt^ auf den Inhalt der Figuren W und w 
keinen Einflufk hat/" Bben so verhilt es sich bei einigen fräheren Formeln. 
2. ^ßWenn 03 heschagkn ist wie OHfangs (IV.)^ df^egen U auek 
einen Mittelpunct hal^ und wenn die Zahlen v und u heide tm- 
gerade — aber immerhin relaüve PrimzaUen — nndx so fin^ 
det der Satz, sammt der Formei (159)^ gleicherwnse statt/' 
Denn wenn U einen Mittelpunct hat, so hat sie in den Endpunctea 
^9 9 j^M Durchmessers gleiche Krfimmung} zwei soldie Puncto aber 
treffen mit zwei Reihen Functen auf 93 zusauunen, etwa mit Xi, Xtj ••• 
... Xy und F|, F2, .... Yyy welche paarweise die End^unete von Durdn 
messem der 03 sind, nämlich so gepaart, dafs je ein Pnnct X mit irgend 
einem Puncto Y zusammengehört, (weil v und u ungerade sind); daher 
muCir der Schwerpunct dieser zwei Reihen Puncto, wenn sie «— vermöge 
der Krtimmungen in £ und ^ — gleiche Gewichte haben, in den Mittel* 
punct der Curve 18 fallen; woraus folgt, da(s auch der Schwerpunct Sg 
in denselben Mittelpunct fallt 

Dieser Satz findet auch statt, wenn insbesondere r = tr =s L 

«> Diese Bedingung wurde dureh ein Versehen bei der ersten BCttbeihmg des 
Sataes (in diesem Jonnial Bd. 18. S. S78j nicht gana richtig angegeben. 



Zim ScUoflM lüge ich nodi Mgmde BenerknfM Umhu 

1. Wenn insIteMiiiefe die beidiNi Cwrea Q ud U eiiuuiider i^ekA riad 
Ceongraeot) and wenn sie einander -— während 18 anf U roDt — stete in 
homologen Poneten berfihren, so ist ^ von irgend einem mit 9S verbna- 
denen Pnncte P beschriebene Conre W allemal der dem homologra 
Ponde 9 in Beng auf die Basis U entsprechenden Fofiipimeten-Canre V 
ihnlichi nnd swar haben dieselben den festen Pnnet ^ sam (inisem) Aehn- 
licbkeitsponct and ihre entsprechenden Dimensionen verhalten sidi, wie 
2 : 1. Denn die gemeinschaftliche Tangente der Cnrven flS nnd U in ihrem 
BerShmngipuiete ( J9I) geht oifenbar in jedem Angenbiicke dnrch dib Mitte 
der Geraden ^Pnnd steht anf ftr senkrecht; worans das Behauptete folgt 

Zngleich folgt hierans, da(s die Cnrve W sdbst als Fo&pnncten* 
Cwe angesehen werden kann, nimlich des Pmctes 9 in Beftsg anf eine 
Cnrve Uif wddie der U ähnlich, mit ihr 9 «un AehnUchkeitspanct nnd 
indem do^pdlt so grolse Dnnensionen, als diese, hat So z. B. sind also 
die sSwntlidiea Fn£flpnncten*€nrven in Besng anf einen g^ebenen Kreis 
aichts anderes, als die verschiedenen I^icydoidra, welche entstehen, wemi 
der rollende Kreis der Basis gleich, nnd wenn ihr Dorchmesser dem Badins 
jenes Kreises gleich ist. Gleiche Folgerungen ergeben sich ftr die flbri» 
gen Kegelschnitte; worans verschiedene Sätze hervorgeben, deren nähere 
Angabe hier ftbergangen wird*> 

Ueberhanpt finden also hier flir die innren W die nämlichen Ge- 
setne statt, wie oben für die Fntspnncten* Figuren F (Annu g. XXXV. 1, 1. 
und % XXM.)i dorn immer fillt der Ponct Sg — und somit auch 6 ^ 
mit dem Krilmmungs-Schwerpuncte S xusammen, und der nändiche Pund J^ 
welchem die kleinste Fu(spuncten- Figur p entspricht, beschreibt audi die 
Udaate Figur w. 

2. Ist .ijB Bogen eines Kreises !8, dessen Radius «SB a, und f|!5 ehie 
beliebige, stetig convexe Cnrve, anf deren convexen Seite AB rollt; dnd 
femer Pi, Pa» P$j •••• Pm irgend ein System vonnPuncten in der Ebene 
des Kreises die dessen Mittelpunct zum Schwerpuncte haben und von 



e) Eimgs von diesen Sfttaen befinden sieh in MMgeFt Msth. Wöcteib. Art Bpt- 
eykloide, wo es aber (Bd. IL S. 1(8) sUtt: der „Durckmeuer'' der von den Brena« 
pnncten beschriebenen Kreise sei gleich det Hsn^lsxe der Ellipse oder Ityperbei; 
heiJiMn niuüi: der „lUMm'' etc. 
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flm beziehlich um n, r^, r„ .... r» abstehen; wird r[+rl+rl+....+rl 
«a j' gesetzt, und eben so die Somme der von den n Poncten beschriebenen 
Figoren Wgy W^y ..•• W^ darch £f, so wie die Summe der n excentrischen 
Krdssectoren PiilB> P^AB,....PnAB durch® bezeichnet, so hat man: 

163. iS = @ + i»(^ + q)-fl' + i(fl^ + q).«^. 
Liegen die n Puncto Pi, P29 •**• in einer mit 93 concenlrischen Kreislinie, 
deren Radios csr, so ist: 

164. Ä= @ + *»(«'+q)'(«* + 0. 
Ist die Cnrve 9(93 oder U geschlossen, verhalten sich die Lmfange 
von t& und U wie zwei relative Primzahlen t und n, nnd rollt 9ß gerade 
V mal um U hemm, wo dann die n Fnncte in ihre anfingliche Lage zorock- 
kehrenond ^ = tf.2sr, qssr.2;r wird, soistjeder Sector ssn^sra^ondman 
hat (163 o. 164): 

165. S = iiii.ara^ + »(ii+r).Ta' + (««+»^*rt*t mid 

166. Ä = ii(2u+r).»-a^+ji(ii+r).3rr*. 

Haben S3 und U gleichen Umfiuig, so dab üssiiai, so ist 

beziehlich : 

167. Ä= 3ii.t«' + 2t«^, nnd 

168. 8 = 3ii.Ta* + 2ii.Tr*, 

ondwenn rssa, also die itPuncte in der Kreislinie 93 selbst liegen, so ist: 

16». Ä = S«.«-«». 
Hat die Basis U einen Mittelponct, so haben die Froren Wi^ 
IT,, ••.. fFn, in jedem der zwei letzteren Fälle (168 o. IM), unter 
sich gleichen Initalt, so dafis also für jede einzeln, beziehlidi : 

170. fFa=3Ta^ + 2Tr^, und 

171. W = Sto*. 

Wie man sieht, sind auch die vorstehenden Formeln von der speciellen 
Natur der Basis U (ihrer Gleichung etc.) unabhängig (s. % XXXV. lY. 1«). 

Mehrere von den in dieser Abfaandlimg vorgetragenen Sätzen habe 
ich bereits früher in diesem Journal Bd. XYIIL zu beweisen vorgelegt 
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* 

Recherches sur diverses applications de TAnalyse 
infinitesimale a la Theorie des Nombres. 

Seconde partie. 

Par Mr. G. Lejeune Dirichlet. 
(Snitc et fin du Memoire ins^r^ dan« le cahier pr^cMent) 



S. 9. 

mJa 9onimatioii qui nous reste a effectuer, peot ^re operee par deax me- 
thades differentes, en s'aidant des formales remarquables qae Bfr« Chmff 
a eCablies daos le beau memoire ayant pour titre „Swmmaüo fuammdam 
serierum smgviarium.'' La premiere de ces metfaodes e^ fondee sar cer^ 
(aioes series connues ordonuees suivaut les sinas oa les cosinos des arcs 
multiples; en Femployaut daus la uote^), qui a precede le present lae- 
moire, nous avons deja remarque qu'elle s'appliqae de la möme raaoiere 
et avec une facilite egale a toutes les series qui serveot a exprimer le 
oombre des formes pour un determiuaut quelconque^ c*est-a-dire aux deax 
series geoerales (19) et (83) du % 6., et nous avons möme ajonte qoe le» 
series de cette forme sont eucore susceptibles d'ötre sommees par leradme 
moyen, daiis plusieurs cas differents de celni oü Texposaut s de la pAissaoce 

-79 contenne dans le terme geoeral, est egal a Tunite, ceqni etait d^ailleors 

evident. En eflet, la methode dont il s agit, consistant a remplacer le fac- 

teur qui multiplie — , au moyen des formales de Mr. Gmu^^ par onnoabre 

limite de termes de Fune des formes sinn ^, cositx, on voit qoe la serie^ 
apres cette trausformation, se trouve changee en wie somme de saitos tri» 
gonometriques dont chacane a pour terme general nne expression tdle qua 
w^nx ^^ cosnx ^ ^^ ^^ ^^^ conseqoent ötre sommee poor les mdmes valeors 

de 8 9 pour lesquelles D. . BemaulÜ a donne les sommes de ces deroiöres. 
La seconde methode est fondee sur le procede conno de Fintegration 
des fractioüs ratiounelles. Les series deja citees (19) et (98) S*A*f coin«* 



^) Voyez le tome XVUL de ce Journal pag. t59. 
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cideiit avec celle8 qoi formeot la »econde des trois classes de soites iiiliiMes 
que now avons ea a distioguer daos le memoire sur la progressiou aritb-> 
aetiqoe et noas avous deja obaery^ dans le memoire cite S« 10., que les 
Serie« de Mcoode et troisieme elasse peavent Scre sommees par la melbode 
qoi arait e(e expliqoee en detail daus le S« 4. du m^me memoire. Les 
deu metbodes que noiiflr venons de eiter, soot Tune et Tautre d'une grande 
BUDpIicite. La seconde etant eelle qui se präsente le plus naturellemeiit, 
nous allons Femployer d'abord. Hais avaut d'entreprendre ce ealcul, il 
faot rappeler les Tormules de Mr. Gimfs. Yoici nne demonstration de ees 
expressioDs , fondee sor.Ies mömes prineipes dont j'ai döja fait usage daus 
ao preeedent memoire, nais plus simple a quelques egards. 

DMgnaot par f(x)uue fouclioode^r, que je suppose contiuue eu(re 
les limites ^s=sO et ^s=t, si Too pose 

{x)co88xdx =ir/, 

OD aura, eomme 1 on sait, 

Co + 2 2c, eos^x SS ^f(x) , 

le sigue 2 s^eteodant a tous les entiers depuis ^sssl, jusqu'a sssoo. 

Comme ce developpement subsiste entre les limites ^ s=s et xzssyr iu- 

closiveineot, on aura en particulier 

ei, + 2Sc, = 5r/(0). 

II est facile de voir comment cette equalion doit ^re modifiee, lorsque lefei 

limites de Fintegrale e^ ont des valeurs queleonques. Considerons par 

ie^xemple les limites et 2At, A designant un entier positif et posons 

1. / f(x)cossxdx ssz C^y 



la fonction eiant toujours coutiuue entre ees limites. L'intögrale precMente 
6tant partagee en 3A integrales partielles dout les limites sont et t, 
X et 2t, .•••, (2h — 1) sr et 2At, et toutes ces nouTelles integrales 
ötant ramenees a avoir poor limites communes et t, il yiendra 

Cs -/"[A^)+A2«'— *)+A25r + ar)+ .. . . + A2(A-1)t-^) 

• 'hf{2iA-'t)7ri^x)+f(2Ar—xy]caasxdx, 

Cette expression de c« ayant la mdme forme que celle donnee ei-dessüs, 
on anra 



9. €1,+ 2 2 c, = T(AO) +/'(2ÄT) + 2* 1sV(2*T)), 

le terme general c« du premier membre etant donne par Fequation ( 1 ). 

18 # 



Cela poiö, Gonsnd^rons VinUffnie 

a 6tant QDe qnantite numeriqae» Porana dans eeite iotögrale ^=^r^9 

«r designant la noovelie variable et n etaat un entier positif diThnble par 4w 
u yiendra ainai 

Cette integrale ^tant dteompoa^ en uoe iofinitö d^aatrea ayant pour li- 
mites deux moltiplea coosecutifa de 2^, tela qua 2#9r et 2(#+l)^» ^ ces 
nouvellea intögrales 6tant rameneea a avoir lea limites commoBea et 2jr 
par le ehangement de z ei| 2^:r + ar^ ou aiira 

le signe 2 s^etendant depoia #s;-^oo jasqa*a.#ssoo» 

En d^velc^pant aona le aigne cosinoa^ omettant le terme ^itVir, 
multiple de 2^9 et reoniasant les termea de la aomme qoi ripondent a dea 
valeurs epposöea de #, il yiendra 



le signe S s'etendant depoia # ;s 1 joaqu'a a as oo. Si maintenant Ton 
fait nz:=2xj on aura 

U 

Comme rentier nest pur, le premier membre rentre dana la forme de celoi de 
r^qoation (9), f(x) etant coa (j^)* On aura done en vertu de cette eqnation 

^ . /ii\»2n . ^ *är"* *2f» i/2it 

cosO + coa(~) — + 2 S cosr'— s= «Vir* 

Si Ton observe que Ton a coa a* — ssco9(it — if — , requalion prece- 



dente pourra prendre cette forme plua airople, 

S coar — =S5 aV — • 
Pour determlner la qnantite a independante de n, il aufBra de dooner a n 
nne valeur particnliere. Posaut, par exemple, n = 4^ on trouve a sss y^ . 
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Ott a donc d^fiattiveaieDt, qiiel qne aoit rentier iis8 4fft^ 

£o operant de la mdnie mamere mstVivUgniej^mL(aP)dXf on troQve aoMi 

le signe soBmuitoire s'^teodant toajoura depoi« #s=0 joaqa'a #s3ii~-l. 

11 seroit facile d'obtenir par une aoalyse aeuiUable lee aonunes de 
la forme des preoödentea» poar les eaa oa n est de rone de troia formea 
4fft4*lf ^9 3) niaia il e^t ploa simple encore de rameaer ees cas a cdoi 
oa n a la fome 4|yu 

Poor 7 parvenir, soieot si et m deux entiers quelcoaqQes dont le 
preaiier est soppose positif, et posons 

oa 1 designe, poor abr^r, la quantite iaiaginaire /^— 1« 

La fonction (PCm^ n) jooit de plosienrs prc^riöiös remarqaables. On 
a d'abord ^videmmeot^ si m^ designe au troisieBie entier td qa'on ait 
m^^m (mod«ii) 

m 

On a encore, en sopposant e premier ä n, 

Cela r^nlte de ce qoe Texpression c#^ en j faisant snceessiyement ^ s= 0^ 
1, ••••, n — ly donne oes mdmes nombres poor restes lorsqn'on la di- 
yise par n. 

Une troisieme propriete est exprimee par requation 

5. (Pifhtn)^(m,n) « ?>(i,»in) 
qoi soppose les entiers n et m Tun et Paotre positifs et premiers eulre 
eux. En effet, comme Ton a 

taBw— l j,»Hü!!!.| lern— 1 ^« 2!Ü5| 

il viendra en moltipliant 

SSs^"***"^"''*^^' = ^(m,n) ^(11,111), 
ou ce qui revient au mdme, en ajoutant ä Fexposant Texpression !2«<T9, 
muhiple de Qrij 
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Le biiiome im^+h^ peot ötre remplace par sou reste relalif aa di- 
Tiseur M n. Or» m et n etant premiers eutre eux, il est facile de voir que 
lea valeurs qae ce reate obtient eotre las limitea de la double integratioii^ 
eolDcideDty abstraction faite de Fordre, aree les ternies de la anite Q» 1, 
Qj....j mn — 1. Le reraUat prend douc la forme d'ane aomme simple et Ton a 

ce qu'il s'agisaait de prouver. 

Au moyen des equationa qai Tieaaeot d*dtre etabliea, il est fik^ile d^ob- 
tenir la valeur de ^ (1, n), quelle que seit la forme de rentier n. Si Ton sappooe 
tfabord n ss ifUj on aura, en vertu des sommations efTeetuees plus bault 

Seit eo second lieu n un entier impaur. L'equation (5) donne, ea j fai» 

aant ms49 

?>(4,ii)(p(j|,4)«(p(1,4ii). 

Le secood membre est eo vertu de reqnation preeedtente, s= 3(l«f.t) /'n. 
D*un autre cöte, les deux expressions ^(4911)9 (P(%4) peuvent d*apr<te les 
equations (S) et (4), 6tre remplaoees, la premiere par (PClySi), la seoonde 
par (P(l,4) ou par ^(3,4), suivant que n est de la forme 4|ea+1 ou de 
Celle -ci 4(A-f-3. Or il est £M^ile de voir qu'on a 

(p(l,4) = 2(1+1), <P(3,4) = 2(l-f). 
On conclut de la 

. (P(l,ii) = y^Jt, n = 4fA+I-, ^(I,n)'» iV«t, » = 4|üi+3, 
Reste ä considerer le cas oü n a la forme 4fA + 2. Comme dans cette 

supposition, ^ et 2 sont premiers eutre eux, requation (6) donnera 
et que d'un untre cöle, ^ (^ , 2) = ^ (1 , 2) ss 0, il s'eosnivra 

(P(1,»)=:0. 

Considerons specialement le cas ou n esi un nombre prenüer impwr p, et 
soient a et d respectivement les residilB et les nou-residus qvadratiques 
de Pf moindres qae ce oonbre. On aara alors, en observaot qoe Fex« 

pression t^ * '^ - se rednit a 1 ou a «, suivant qae p a la forme 4|»4'1 oa 
Celle -ci 4.tt + 3, 

^(1, ,1) « A ' V/» 



^MM^M^M^* 



2m7r . 

a i 
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^oation qu'on peaf mettre aom oeCte aatre fonüe, en rempla^ant #^ par 
800 reste: 

1 + 22/"' = A^^/>, 

le mgae 2 s'etendant a tontes les valeura de o. Si m desigoe un eotier 
DOB-diTisible par |^, oa anra pareillement en renipIa9aot ms^ par 8on restei 

^(i»,^) = 1 +22«"''' Ott =1+22«»'', 

— j ssl oasa — 1. Poisque d'un aotre cdte Se '' + Se '' 
ca — 1, 00 poorra reunir ces deox reaoUato daos oette formuley 

Oo doonera cette autre forme a TexpressioD ^ (m^ /»), en y raettant au lieo 
de ^ GNHi reate^ 

et fai eomparaison de ces deox ^quations fournira celle-ci 

?m« , ^ . /'P—IN» 

Si maintenant Tod observe qo'oo a evidemnient 

reqoalioo precedente poorra se diaoger eo celle-ci 

l + 22/'v^*=~(^>^'^'^V^ 

Eo sooatraiaut cette equatioo de la precedeote et divisaot le resoltat par 2, 
00 aora defioitirement 

2/-.--2e*-i^'=: (^).-^V^ 

Cette eqoatioo sobsiste qoel qoe «oit Tentier m, poorvu qo'il ne soit pas 
diviaible par p% Lorsque m est oo moltiple de Pf le premier meäibre ae 
rMoit ^yidenuoent a zero. Neos ecrirooa reqoatioo d'ooe maoiere ploa 
abr&rte, et cooune il soit 

00 le aigoe oommatoire s'eteod depois y sa 1, joaqo'a y as/i — 1. 



D'apres les rtaiUats obteniis dum le 9.B.y oa noiis mvMS fiut Toir 
que la deteraünatioD da nombre k des formes quadratiqnes qui r^pondeni a 
an dötenninaDt qaeloooqae, se rMdt toajoan a nae qoestion da vdma 
genre et relative aa cas ea le dötenainaot n^a paa de diviaeor carr6 et oa 
las formes dont il a'agit d^obteoir le oombrey appartieniient a la premi^e 
espece, noas n^aiumis plaa a nooa occoper qoe des 4 döterminaots 

P, 2P, — P, -.2P, 
P SS pp^p*^ « • • •> dösignaot ua eotier impair et positif doat les diviseors 
aimples p, |f> p'^ß ••^« soat toas differeots les ans des aotres. 

II importe de remarqaer qae la lettre P teile qa'on vient de la d^ 
finir, a la möme signification qae dans les SS. 6. et Cy lorsqne le deter- 
minaat qae noas d6signerons toajoars par JD, est positif, nuus qae dans le 
cas de JD n^gatif , cette lettre teile qa'elle a ^1^ empleyte dans les SS* 
eit^, r^pond a ce qae neos dis%oons mmntenaat par — P. Cela ne ehange 

rien a Fexpression y^)^ eontenaa dans l'Öqnation (19) da S« 6., et a la 
▼alear de i fixde par Im ^aatiöns (9) da nöme S«» cette valeor devant 
Atre +1 <>tt "^If ^BQuvant qoe le döterminant, delivrö de toat diriseor 
earr^, est impair oa pair. Mais il n*en est pas de m£me de S^ cette 
Talear d^ndant dn reste qai donne P, pris avec son signe, relativenient 
an diviseor 4« U r^lte de la qa'en poimnt poar abr^ger 

le signe s'etendaDt a toos les entiers n positifs, impairs et premi^rs a P, 
ks expresBioiui ^«=±1, ««£±1» qai dohrent eotrer dans la serie F 
GOntenae dans r^nation (19) oa (S3), saivant qa'il s'agU d'nn ditenünant 
negatif Ott positif, seront dötermin^ eomme il sait 

D^-P, P = 4^+3r-^' * = *» 

11=: P, ^=*f« + 3l j,_ 

= 21», l' = 4ft + l(._. ,_ , 

/> = — 2P,P = 4itt + 3 t " ~ V * *' 

1> = 2P, P«4nt + 3 ( .^_ , __ , 

P = — 2P, P = 4f* + l C^ - ""'» * *• 
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Cda poa^y 110110 avoiMr saecessivemeiit i coMiderer Im qiutres coabinaiwos 
qoe präseoteDt les dquations »imaltaiiÖM ^S5±], f«s.±l. 

L SopposoM tfabord ^ss 1, f s l, La serie V ^nt diviaee par 

(1 — (p) y), U viendra 

le «igne 2 a^'eteiidaat a tosa lea entiera poaitifa 1I9 premiera a P, paira 
oa JBipairflu 

Ea expjriaaiii la aerie par aoe integrale eoane ao S* Im <ni aara 



1 



-m 



■f 



ea fon a fait pour abr^ger, A^)^=S\^)^» ^^ "'S'*^ ^ a'ötendaiit aax 
eatiera pr^cedemmeot defiais moiadrea qoe P* Ea appliqaant a celte inte- 
grale, la methode ordiiiaire de decompositiou, on trouve 



-d) 



2 



X — »">■ 



le mgne 2 s'^endaot ä toos les entfers m depoia m s= jasqo'a m ss p — ]. 
Toot ae redoit dene a obtenir la fonctien /'(«^*) = 2(y)«^""''*. 

Pour 7 parvenir, mettons la fraotion -^, (^ntenoe dans Texposant, 
aoas la forme 

\k etaot an entier poMtif ou negatif, ti g^ ^ ^..^ dßsiguant des eutiers po*- 
aitifis respectivement inferieura k p, p\ .... On aait que cela ne peut se 
fiure que d'one aeule maniere C^^9* ^irith. 31i), et il esrt manifeste, n ^tant 
prämier a P, qn^aucon dea entiers ff, g', .... ne aaurait 6(re z^ro. II est 
eneore &etle de vpir qn'en domumt a n toutes lea valenra qu'il doit rece- 
Tolr dana la aonunation, $^ S^y •••• presenteront tontes lea eombinaiaons que 
Ton peut former avec lea entiers depuisysal josqa'a^=s|F — 1, depuia 
y^ s8 1 jusqu'a g' ^=^p' — 19 ^tc Quant a rentier fi, on poorra le negliger 
a cause qn'il est mnltiplie par 2mri dans Texpeaant Si maiateaant uous 
pour un instant — s=r, -^-ssr^ ••••, f^uation precödente donne 
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d'oa Ton oondat oes ^uations 

(7) = (f)(7). (f)-(^)(F)'-- 

au Bioyen dteqoeUes la foDctioa f\fi^) se chaogera dans le prodiiit da 
(—f ^—7) • . . • par les sommea 

s(i)/^', M^y"^' 

Remplafant cea dernierea par leora valeura foornies par l'^natioB (6) da 
S* precedeoty on aura 

en sapposaDt m premier a P. Dana le cas contraire f\e ' J a'evanoaira 
par ce qu'nne ao moins des aommes precedentes se redoira a zero. Quant 

au produit (—)(";) ••••9 on remarquera qu'il se eonpose d'antant de pro* 
duits partiela de b forme (-^)(^)9 ^'^^ los nonbres p^ 1/, .... peovent 

dtre Combines deux a deux. Or, comme Ton a ('^)(— ) = (—1) ^ ^ 

s t ^ ^ 9 on Toit que Fexpression qui mulüplie ^p j /"P dans requation 
obtenue plus baut, peot preudre la forme 

Nons avons donc definitivement 

suivant que m a ou n'a pas de diviseur Gommnn avec P. Snbstituant eette 
valeur et observant que taut que m^P^ on a 

il Tiendra 









-v^=(?)('<*(^->^+|{«-:f)'). 



(•-(Dt) 

le signe sommatoire s'etendant a tous les entiers m infi^rieurs et premieni 
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a P. L*equatian pr^dente se simplifie en remarqnaot qu'on a Z (y) ss ; 
eile devieut ainsi 

Comme le premier membre est r^el, les imagioaires doivent se delruire 
dans le second, comine il est d'aillears faeile de le vir^ier. 

Distingoous maiatenaot les deux forniea qne P peot präsenter, en 
sopposant sueeessivement PaB4fA+leti'ss4fA-f-3. Nous obtenons aiosi 

J- - 4,»+«, »^ - - yJ? (l-(4)i)s(5)log«,>y, 

<"^ =4, + 3, r ^(._(^)f)s(^)«, 

le signe S s'^tendaDt (onjonrs aux entiers toi inferiears et premiers a Ps 
IL Seit eo second liea i s=s -^1 , gssU Comme le facteur qui 

moltiplie — daos la sirie V^ est le mdme poar des yalenrs de n, qui dif«- 

fereut d'an multiple de 4P9 on aura d*apres ce qui a elä ditdaus le $• l«, 

en posant pour abreger 



91^1 



F(a?)= S(-ir (^)^t 

le signe 2 s'etendant a tous les entiers n, inferienr« et premiers a 4P. 

La möthode connue pour la d^omposition des fractions ratio- 
nelles donne 



tmn ., 



LSF(.-')/ 



4P 

Ott le sigoeS s'^tend ä toos les entiers depuia m es jasqa*aM = 4P— 1. 

«^^j. Onpeuty 
panFenir par des considörations analogues k Celles que nous avons employees 

€~^ )y mais il est plns simple 
encore de ramener ce cas a celui que nous avons döja examinä. Pour 

cela on döcomposera la fraction ^ contenue dans Texposant, comme il suit 

1«* 



OB 3 Mt fiMfle de Toir qo'ea aroppasaiit 7 et n' peattif« et respectiveMent 
ioförieon » 4 et i F, les valeura de 7 et de it' pr^ttterent daos la 
soiMtfitiea qu'il s'agit d'effectaer reUtivenent k m, tootee lee eoidNoaisoM 
des DeBbreflr 7 isförieim et prenueni k 4, avee toiui les momhnB n' infö- 
riean et premien k P. De r^oation pr^eMente wubö eow U feme 

ii^P7 + 4ii' (»044^), 
OD conclot facüemmit 

e~^ V deviendra par la mibstitiitian de eee valeoni 

e-^) « (-1)— sc-ir /-'.sC^y -^^ 

Quant a la seconde des deox aommes eoateoaes dans le seeoiid Hmabre^ 

e^ Jy nf ayant iei la mdme 
signification qoe n daos le n*. pr^cedeut« La premiere somne poerrait ae 
dedoire des formoles doanees dans le % 9.^ mais eonune eile n*a qoe denx 
termes r^pondaiit k ycsiy 3p on voit sana peine et indöpendanunent de 



ees formules, qnepour ane valeur impaire dem^ eile se redoit a 2t(— -1) ' 9 
et qn'elle s'^vanenit dans le cas contraire« Snbstitnant les valeors dea deox 

jP-1 ^£-1 

somuies et rempla^ant en niteie temps (*~1) ^ par t ' , on aora 

en anpposant m preniier a 4^. Dans le cas contraire le premier membre 
^ s'övanonit par ce qu'uue au moins des sonunea qne noua venona de eonsi- 
d^rer, se r^dnit a tAro. Au moyen de ce resnitat, on conclura 

(Öl)» „^g 

^ — ws(-')^©("«"*'S+'f(«-5)). 

le stgne s'ötendant anx entiers m inferienra et premiers a 4 P. SS Ton ob-* 
serve qne ponr cea valeurs on a 

requation pr6c^ente prendra cette forme plus simple 
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Cb dMingoaiU vätnteiuuit hm deos fomM qne le ndsbre P pevt p^^Mnler 
locBfiiW le diyiw par 4^ on mm 

le rigne sonunatidre ee rapportant anx entiera m bttrieim et premienr a 4 F. 

III. Les cas qui noiur reateot a conaidörer et qai r^pendent A 
^898 1, fcs — 1; Jsa~*l, CS— ly ^taot entiereaieDt seablablea a cenx 
qui viennent d'Mre trait^a, noaa iadiqiieroaa rapidemeat le ealcol qui ifj 
appUque» S!ii ceoaervant d'abord la valear anbigoe 9ss±t^ on aiira 

le aigne S a'^teodant aox entiera n inferieora et preniera k8P. On con* 
eint de 



= — •/ JPZT 






le aigne 2 se rappertant anx entiera compria enlre m =s et m ss 8P — 1, 
et A^ deaignant pour abröger la aomme 



n'-l . . n 



etendne anx entiera n definia pina hant En faiaant 

il est facile de voir que n recevra toutea lea valenra anxqnellea la aeni- 
mation doit a'etendre, en eombinant les entiera 7 inferieurs et premiers a 8, 
avec lea n' inferieärs et premiera a P. Si Ton remarque en untre qu'en 
vertu du %. t.^ la eongruence n^Py^8n* (niod«8P) entraine cea 
eqnations 

8^ = * »■ ^ » , (— 1)'* ■ = (— t) • (—1) •"', 



i>'-i 



0) -(?)(?) = (- ')-(^) 



y 



rexpreasion A^ prendra la forme 



JU:=:$' fKi" VS^' (-^1) • «'•" 
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Tottt Bt reduit donc » avoir la tioomie relative k y. Oo poorrait la dd- 
duire do S* precedent; mais comne eile ne se compose qoe d'on juNsbre 
limite de termes qoi r^pondent a 7 ts 1, 3, 5, 7, oa voit de satte qoe 

rersqu^oo a ^s 1, la aomme est i^ro ou ( — 1) * /'S, et qoe lorsqn'on a 

^s— rf 1, eile est zero 00 ( — 1) ^ ^ t/S, aohrant qoe m est pair oa 
Saipi^r. Oo cooclot de la ceo deox eqoatioos 

8. S(— 1) * V?/# ^' = (—1) • VpJt^ ^ ^ /8P, 

4. S(— 1) » * * \p)s ^ « (~1) » * * Vpji^ ' ^ ^8P, 
qoi sopposent m premier a 8P9 et doot lea wcoods membres daoa le cas 
CQotraire, doivent 6tre remplaces par aero. Ao mojeo de ees expressioiis 
le calcol s'acbeye comme daos les caa deja examines, et roo troove 

P = 4fi+3, r^^^^:i(^ifs^{^)m, 




J^=4^ + 3, F»-;^ 2(~l)V+T^'(5)log«io=-J, 



8F 

1 . m'— 1 



les BOoiDiatioos s^eteodant aox entiero m inferieors et preniera a BP. 

IV. Neos alloos maioteoaot rAsoodre la qoestioo doot ooos Tenoas 
de 0008 occoper, par la preoiiere des deox metliodes iodiqoeee plaa bao^ 
qoi est Celle des series trigooometriqoes, eo ooos boroaot tootefols, poor 
abreger, aox series V qoi se rapporteot aox deterBUDaots o^atif«. Spit 
en preoiier lieo ^ssl, £==1, P±s4fA-f-3; 00 a alors 

le sigoe S se rapportaot aox eotiers n impairs et premiers ä P» D*aprea 
Teqoatioo CO» oo a poor 00 oombre P de la forme 4jüi4'39 

^^(-)smm-^ = (y) 00 =0, 

soivaot qoe n est oo a'est pas premier \ P, et le sigoe s'eteodaot wol eo« 
(iers m ioferieors et premiers a P. Si Ton iotrodoit cette expressioB daaa 

la Serie F a la. place de \y)f 00 poorra eteudre la somoiatioo relative an. 



9. L^i^un§ Diricklet^ appHaa. d^rmaty99mfitdihlm.ita thdorit d. ncmbr^s. 147 

8 tons les entie» inpairs, TexpreMioa preoedeote s'evanoiitanuit poor des 
Taleors de n qoi ne soot pas premiereg k P. II Tiendra ainsi^ en ioter* 
▼elrtissaat Fordre des deax integratioos 

La premiöre iotegratiou peat 8*effectaer au moyen do resoltat eoima d'apris 
ieqitel la serie 

a la valeur x ^^ """ T ^ suivant que x est comprb entre et T| oo entre 
T et 2 t« Bn diatugoant dooc les valears de m, inferieures a |^P de 
Celles qoi sorpassent ^JP, et desigiiant ces valeors respectivemeDt par W 
et m^V ^ viendra 

Comme dans la seeonde somuie on peat evidenuneot reoiplacer mf' par 
P—^m% et qo*OD a d'aillears, P etaot de la forme 4m 4* 3» 

00 aora 

expression d'ane forme düTereoto de celie que nons avous troovee plus baut 
Si avaiit de sommer ou avaitdivise par {\ — irfi'ii^ ^° WThxi tomb^ sur 
le m£me r^soUat quo dous avons obteno par Fautre metbode* 

Soit en second lieu ^ss — 1, €=^lj P^i\k^\. Oa a alors 

r = s(_o"(i)4, 

OU n ne doit recevoir que des valeors premiöres a 4P. L*equation (S) 
dooBe poor ce cas 

soivaot que » est ou o^est pas premier a 4P, et le signe s'etendaut aux 
entlers m inferieurs et premiers a 4P. Introduisaot eette expression dans 
la Serie F, il vieudra ^ 

Coflune Texpressiou qu'oo a sobstituee, s'evanouit lorsque n n'est pas pre- 



148 8* Lti^ume Diriekt^i^ applied de Tanafysf ittfitdi^tim. A talMorUA mombrH. 

1 2aiif 

mier a ^P^ oq voit qoe Ton peut dans la aonime Z — 8lnii~|-p-f soppoaer 

a volonte qne n obtieot toutes ies valeurs eotieres oa aeoleneot odlea 
qui tont impaires. Dana la premiere aoppoaition on aura.ea verta de 
r^nation 

r — X) CS -j- + — ^ f. ~j f. MC 

qni Bubsiate depais x^ssQ josqu^a xs=i2ir, 
et par aoUe 

Ott ce qoi revient an mdme^ la prenuere aomme etant evidenuneut oalle» 

ee qni coincide aveo la valeor obtenue par Fantre nelbode« Si en aecood 
lien on auppoae qne n ne re^oit qne des valeara impaires, on trouvera, aa 
moyen de requation (5), et en designant par m^ ou m^' Ies valears de m^ 
snivant qn^elles sont inferienres ou superieares a 3P 

00, en mettant ^P^^mf a la place de m^\ et observant qa'on a 

(-1) ' (^^^ =-(-«' (5). 

ce qni est une nouvelle expression de V. 

Les deox autres cas etaut traites de la mdme manlere, on tronvera 
ontre les resnltats deja obtenns par l'autre methode, deox nomreaox re« 
sultats qne neos aUoiis reunir avec les deux precedenta, 

1^ = 1, » = -l,P«4|K + 3, F=^^2(-l)-r-(^), 



m'— 1 m'*— 1 



^«=— 1, »«-i,p=4|t + i, r=^^s(-i)— +-i-(^). 
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Les valeurs m^ sont premieres a P, et eo oatro impalres dans les (rob 
deraieres eqoatious« Quant aox limites des iDtdgratioiia, on doit ajouter qoe 
lea yaleora de tauf doiveut ötre respectivemeot införieores k\Pp 2P, iP, 4P« 

Les expressions de V peuveot prendre beaucoap d'autrea formes 
eDCore. Oa obtieot, par exemple, des expreasiona differentea dea precedeatea 
ei ploa aimplea, si dana le cas ou le terme geo^ral renferme Fon dea facteura 



i «»^i 



( — 1) '^ \ ( — 1) ^ 9 ou fuu et Taatre de cea fiMstewa» ob oooaenre oea 
facteura dana la aerie, en nintroduisant lea formulea de Mr. Cfaitfi q ue poor 

reoiplacer Fexpressions (-^). C*eat ce que nona aUona fiure pour lea iroia 

derniera cas du lableau prec^ent (d). Dans le premier de cea (rois cas, on a 

r = s(-^i)"'-(J) i, p«4ft+i. 

L'equation (1) donne dana ce cas^ 

2(-;-)cosii'^ = (^)irP ou =0, 

aoivaot que n est on n^est pas premier k P^ et m devaut recevoir tontea 
les valeura iurerieures et premieres a P. £n aubatituant cette expreasion 

de (^), ou aura 

^ == v^2(^)2(-#i-co.ii?^, 

oü la sommation relative a n, peut maintenant a^etendre a tous lea entiera 

impairs» Or^ Ton aait que la serie 

eosx cosSx , eMbx . 
3- + -4 *^ 

#C flE flK tfv 

a la valeur t» *~x ^° 4~> ^^vant que x est compris entre et «h-» 
entre ^ et -^^ ou enfln entre -^ et 2t« Si donc Ton desigue par m\ m'% m"' 

respectivement les valeurs de m comprises dans les trois intervalles, et j P, 
\P et JP, \P et P, on aura 

''-r^NT')+=(T^)-2(i.-)]- 

On a d'ailleura evidenunent 

€feUe*i Joanil 4« M. Bd. XXI. Hit 2. SO 
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d*ou FoQ coDclat 

m' äetagnani les valeurs premieres a P, comprises eulre et ^P. 
Daus le second cas on a 



S(-l)^G)4-, P = 4^ + 3. 



solMrtitaant 



»' = (i^f>{?)2(-l)'^"v«"»-5^. 
n pouvant maiateuaDt recevoir toutea les valeurs iopaires premierea k P 
ou uoii. Or la serie 

ginx 810-307 Bin 5a: . 8in7x , . 

"T 3 ^— + —7— + etc. 

elaot sommee par les moyens counos, on trouve que sa yaleur est re- 
spectivement 

0, jy^, 0, — 2v^» 0, 
suivaut celoi des ciuq intet valles 

et ^ , ^ et ^, ^ et -^-, ^ et ^, ^ et 2r, 

dans lequel x est compris. En d^signant donc par %n' les valeurs de m 
comprises entre |P et |Py et parm'' Celles qui tombenf entre ^P et ^P, 
on aura 

»'=rv^KT)-=(7^)]. 

<Hi plus simpIemeDt en observant qa'on peut remplacer m" par P — m\ 
et qu'on a (-^ ) = — (^) • 

Od troove d'uue mauiere tonte semUable, P etant de la forme 4(4+1, 



n—I . »•— l 



en designant par w! et iti^' les valeura premieres a P et respedivemeiit 
comprises dans les deux intervalles et ^P^ |P jrt ^P. II Importe de 
remarquer que les eqoations (e) eC (y ) ne s'appUqnest pas an cas ou P» 1. 
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8. 11. 

Oa pourrait donner beauGoup d'aotres formes a Texprenioa de la 
Serie V^ soit que cette serie reponde a ua determioant negatif, mit qa'elle 
ise rapporte h un determiuaut positiH Mais comme ces detail« ne pr^ 
aenteot aucoue difBcoUe, nous ne dous y arr^erona pas et nous paasona a 
Fenonieration des differeuts ibeoreines, qai resullent des eqüations (19) et (C3) 
da 8« 6. , lorsqu on y iiitrodoit ies expressions qai vieaiieut d'Slre dbtenaes. 

Determinanta poaitifa. 

2- (4) nsia'^ 

** • ' nsiB-^ 

ou Ies eotiers m iiiferiears et premiers kP^ sont desigues par a oo par b, 
soivaot qae i'equation (^)s=±t a lieo avec le signe superieur ou avec 

Je sigue iiiferieur. 

IT * ^ 

II. D = p, p^H+s. * = ü^ithJw?; '<«—[*. 

oii Ies entiers m inrerieurs et premiers kiPj sout desigues par ja ou pak* h, 

suivaut que le signe ambigu dans lequatiou ( — 1) ^ (^j = +1, est le 
signe superieur ou inferleur« 

IIL D^2P, P=4^ + l, A=ijj^^-^^log-I^, 

UBUI^r^ 
8P 

ou Ies entiers m inferieurs ou premiers a 8 P, sont desigues par a ou par b sui- 

vantque le signe ambigu dans i'equation ( — 1) ^ ^ j gg 4. | ^ est le signe 
superieur ou inferieur. 

IV. B=.P, P=4p+3, *=(_^-jij,^^tog^, 

Ott Ies entiers m inferieurs et premiers » 8P, sont d^sign^ par a on par h 
suiTant que Ton a (— l)V+-ir ("Js-^.! ou =— 1. 

«0* 
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DiUrminänts nigat%f9. 

Dans oette 4qoatioii a et & out la mSnie sigoifioation qiie daiis le preoiier 
oa0, et Ji et B dwignent respectivement oombien existe de valeurs u 
et h aa dessous de -(P.* 

Lee lettree a et ^ oot la mdme aignificalion que daos le second eae, et A 
et B d^igoent reapectivement las nombrea dea valenra a et ^ qui sout 
införieorea a 2P. Ob a encore daoa ce aixieme caa, ea desigoant par 
A^ eiB^ lea nooibres dea valeora a et 6 au desaooa de ^P^ a et ft ayaiit 
le Bi6me aena qae daoa le preaiier eaa: 

k B 2(4'^ BO. 

VIL 11 = -2P, P=:4ft + 3, il = ^5^=:£ri» 

Lea lettrea a et A oot la möaie aigoificatioii qae dana le froiaiftme eaa et 
Aet B designent reapeetivement lea nombrea dea valeura a et 6 noindrea 
qoe 4P. On a eneore daoa ce aeptieoie eaa, en deaignant par A' et B' 
lea nombrea dea yaleora a et 6, compriaea entre ^Pet|Py aetft ayant 
le m6me aena qoe daoa le premier eaa: 

A = 2(A'^B'). 

oü a et 6 ont le mdme aena qoe daoa le qoatrieme caa^ et ^ et J9 de-* 
aigoent lea nombrea dea valeora a et 6 qoi tombent ao deaaooa da 4P« 
On a eneore 9 ai conaervant aox lettrea a et i la möme aigoification qoe 
dana le premier eaa^ Ton deaigne par A\ B'f A\ B^' lea nombrea dea 
valeora a et ^ qoi aont conteuoea daoa lea deox hitervallea eompria entre 
et \P, |P et \P: 

k B 2(^'— B' — il'^ + ll'O. 



11 nooa reste k presenter qoelqoea remarqoea aur lea reaoltata qoi 
viennent d*Mre enoncda» Poor parier d*abord dea qoatre premieni eaa, 
nooa devona dire qoe lea expreasiona qoi a^ rapportent qooiqoe trea aimplea, 
ne aont paa aoaa la forme qoi en moatre la veritable aignification. Poor 
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fear donner cette fomei Aoas oom occoperons ap^cialement do premier de 
€08 CM. Les trois Autres dounent liea a des remarquea entieremeDt sem- 
Uables. Soit x mie iadeterminee et considerons les deox prodaito 

II est ^ident qu'en posant 

fe poIynome X ne aen aotre choae qua le prämier membre de reqoatioo 
qae Ton obtient ea delivranC reqaation binome x^ — 1 ss de sea racinea 
non-primitivea. II est facile de coodore de la qüe pooropasl^ od a 

jr 8 1 00 X^ P 
aanraot qae le aoaibre dea facteura simples p, p'^ p*\ . • • • de P est sope» 
rieur oa ögal & rooite. (Le cas ou Too aurait Ps 1^ est excla, le deter« 
mioant dtaat on carre dans ce caa.) 

On a donc aaivant les deax cas qui vienaent d'dtre distiogaeS| 



On ft anaai 



n(i-.-^')-n(-s.-A'?)..*'". 



n(l — "^') « n(— 2isin^).a^ 

et ai Fott obserre qoe lea valeurs tf et 1^ soot ea aombre egaf^ qae la 
satte dea valeora a renfernie toujoora arec uo nombre a aoa compleoieDt 
P'^Oj et qa*il ea est de mdaie de celle dea valeura i^ oo ea coodara 

et par autte ea ayant egard a one equatioo precedente^ 

nsia^ . ?*-iy 1 . ?^.y 



noif 



aoivaiit les deux cas deja distingues. La determioatioii de A depeud donc 

da prodolt nu — a ^ / Or il resalte d'au theoreme couna da a Mr. Gaufs 
et qo'il est fiicile d'eteodre aa nombre compose Py que le poljiioi|>e 
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("ihn .X 
x—e^Je^i toujours de U forme \{Y^Z^P), Y ei Z etaut des 

pol^iionie« a coedicieuts eiiliers. Eu desiguaut douc par F^ et Zt, les va- 

leurs que Y ei Z preonenl pour x^\^ et pasraiit des logaritboies aox 

iioinbresit T^quatiou qui determiiie A, devieudra 

suivaut que le uombre des facteors simples de P est superiear oa egal » 
runite. Sou9 ceite forme les resuKats qui se rapportent a un determioaut 
positif, parattroiit bien remarquables, s'it est vrai, cömme Fa dit au illostre 
geometre» que Tiuterdt que presentent les recberclies arithmetiqoes ait sa 
source non-seulement dans la difBculte de la raatierei mais sortoot daus les 
rapporis intimes que les recherches de ce geure devoilent entre des tbeo« 
ries eutre lesquelles oo ne soupf onoerait ascaue counexion. 

Quaut au caicul des polyoomes F et Z, il peot se faire ^ seit par 
la n^thode de Mr. €kmf\ß, seit par oo oieyeo dont L^endre a fait usage et 
qui est fonde sor les relatious connues qoi existent entre les coöffieieots 
d'uue equatiou et les sommes des puissaoees seoiblables de ses racines. II 
est facile de voir qu a Taide de ces relatioos oo peut obteoir socceasive« 
meot (ous les coefficients d'uue equation lorsqoe les sommes des poissaoees 
de ses racines soot cououes, comme cela arri ve iei, la soouoe des poissaooea 
^i«»«t ^ racioes de reqoatioo 

n(«— •"*"') BS 0, 

resoliant rans dÜBcoUe de la formale (I) du %. precMeot 

On troDve aiusi, en sopposant par exeaipIe'JPss3.1ft 

et par saite 

"^ r, =1 46, Z, = 8. 

Comme Ton a aussi (^)=t, rexpreasion (A+^i1C^)*"'Ct; devieudra 

(23 + 4 1^33)». Ou a d'uu aoü« eöte r+ r/^P=: 23+4/33, d'oa U 
Kuit A CS 2, ce qui est exact, les forme« qui repoodeot an determioaut 33, 
etaut X* — 33x*> 33x' — y*. Poor donner uu exemple du cas ou P se 
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redait a uo Dombre premiery 8oit P s=x 17; oo (roave «lors Fi sa 34, Z^ =s 8, 

et rexpression C' j'^p^O '^ deviendra (4 + y^l7)' ä 33 + 8 v^t7 

ce qai est lapremiere pouNsauce de 7+ C^/P=^33-f*8|ri79 coiitme cela 
doit dtre, paisque poar le deterinioant 17 il u'existe que la seule forme 
a-^_.17/. 

Les expressions de A, relalive« aux determinante negatiTs, D'ont be- 
soin d'aucane explicatiou. Nous ajoaterons seulemeot que pour an eae 
particolier qui se rapporle au d\ V., ie resuhat avait deja 6te indique par 
Mr. Jacohi. (Voir ce Journal Tome IX.) 

Noa« termiaerons ce memoire eu indiquant une application que 
Ton peuC faire des expre^sions de A, dans le cas des determinants ue- 
gatifs. On sait quo lorsqu'an eutier k peut ötre decompose en trois car* 
res 9 on en d'autres termes lonsque i'equation 0?^+^'^ + ^^ ==^ ^ ^^ p<^- 
sible, le nombre de ses solations depeud du nombre des formes dont le 
delerminaut e^i — k. Les theoremes qui fixeuc cette dependauce, ont d'abord 
ete decouverts par Legendre dans les cas. les plus simples et par voie 
d'indaction* Mr. Gaufs les a ensuile demoutres d'une mauiere generale et 
tres ingenieose dans la 5'^'' section de son ou^rage. II est evident qu!il 
sofiit de comparer les theoremes dont il s'agit, avec les resuitats aux- 
qnels nous sommes parveuus dans ce $. et dans le $. 8»y poor en con- 
clare par la simple elimination da nombre des formes quadratiqiies. qui 
entre dans les ons et dads les autres, de nouvelles expressions poar le 
nombre des Solutions de reqoarion x^ + y^ + z^s=zkj expressions qui ne 
reufemeront plus rien qui seit relatif aux formes quadratiques. Je me bor^ 
neral ki a cette seule remarque et je n*entreprendrai pas qnant a present 
rteomöration de ces nouveaux theoremes; oes details seront mieux pla«- 
o6s dans na antre memoire dans lequel je chercberai a ^tabllr les r^sai- 
tats dont il s'agit d*ane mauiere directe et saos y faire concourir les denx 
theoriea dont je viens de parier. 
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10. 

Anwendungen der Statik auf die Lehre von den 

geometrischen Verwandtschaflen« 

(Vom Hrn. Prof« A. F. Mobius tu Leiptif.) 
( Fortaetuing des Aoltttset No« 4. im TorigDii Hcfta) 



IL Vom Gleichgewichte bei sich gleichbleibenden Figuren. 

7. Zwei Systeme von Pancten in Ebenen heifsen einander ßteiek, 
wenn jedem Pnncte des einen Systems ein Ponet des andern anf eine 
solche Weise entspricbt, dals je zwei geradlinige Figuren, deren Spitzen 
sieb entsprecbende Pnncte sind, einerlei Flächeninhalt haben. 

Soll hiernach zu dem Systeme von Puncten P, O, H, A, Ag, .... 
in der einen Ebene ein entsprechendes F', G\ H*, A*, A^^ .... in der 
andern constmirt werden, so nehme man F* nnd G^ ganz willkOriich mid 
U! ¥on FG* in solchem Abstände, dals das Dreieck F&lf mit FGB 
gleichen Inhalt hat Der dem A entsprechende JPnnct A wird hierauf 
dadurch bestimmt, dafe die Dreiecke A'F'G' und AG'W resp. den Drei^* 
ecken AFG und AGR dem Inhalte nach gleich werden. Auf dieselbe 
Weise läfirt sich der dem A^ entsprechen sollende Punct ui^i finden n. a. w., 
und es werden alsdann aufser den einander gleich gemachten Dreiecken 
auch je zwei andere, deren Ecken sich entsprechende Pnncte sind^ gle»« 
dien Inhalt haben, und mithin die beiden Figuren einander gleich sein. 

Um dieses zu zeigen, beziehe man in jeder der beidea Ebenen die 

Puncto derselben auf zwei in ihr beliebig gezogene, sich nnter rechten 

Winkeln schneidende Axen und setze hiernach die Coordinaten von A^ 

SS Xf yi die von A^ ^ss^t, u. Die Bedingung, dab die Dreiecke AF%i 

und A'FG' gleichen Inhalt haben sollen, führt zn einer Gleichung von 

der Form 

Ä + 13^ + 7r + */ + «ti s=s 0, 

deren Coeflficieuten a, j3, 7, ^, i Functionen der Coordinaten von 1^ G, 

F', G' sind. Eine eben so geformte Gleichung mit CoefiScienten, welche 

Funclionen der Coordinaten von G, H, G\ H' siod^ erhält »an aus der 

Gleichheit der Dreiecke AGH und A'G'H'. Eliminirt man aus diesen zwei 
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GldichiiBfw das eiueml y^ dis aaderaml Sf m komneii sw«i Gfeidivo» 

gett Ton der Fotib 

imf^at + iu+fi 

dereE Coeflieltnteft m, t, .... f von den Coordinateo von V,O^^JP^fy,n 
jAhittgen, nnd zwieehett weldien« wegen der GleicUieit der Dr^edke FOB. 
und WG'E! noch eine gewisse Bdation stattfinden mnfs. 

Sind nun m^^ y^} x^, y^g /^ tii; l^, u^ resp. die Coordinaten der 
Pnnete Jo ii« nnd der ihnen entsprechenden A\ß A^, so hat nun anf 
gleiche Weise 

SnhstitnirC sun diese Werdie von x, y, Xi, yg, x,, y, m 

«(Xi— -yO + *i(yi— y) + ^aCy— n), 

als dem Ansdmcke fhr den doppelten Inhalt des Dreieeks AAgA^^ so 
fcoaunt nach gehöriger Bednction : 

^(yi~yt) + -.-. « (•»' — «'*){/(«i~ira) + /.(ti,--il) + 4(it — ili)} 

d* L AA,A » (ii»'~«'»)4'^;ii;. 

Indem man daher jedem Pnnete (t,tg) der einen Bheno nach dem 
^hnroh die Gleichongen (1) ansgedrilekten Gesetsc einen Pnnct(«^x) in der 
andern entsprechen lilst, werden je zwei einander entsprechMde Drriecke 
in dnem constanten Yerhftltnisse stehen} und wenn man zwischen den 
Coeflidenlen der GMchnngen (1) noch die ReUtion 

f. at'^üfi s 1 
fesfostztt so werden je zwei efauuider entsprechende Figuren einander 
gleich sein. 

Die Pnnete (^ u) einer Ebene als gegeben angenommen^ wird man 
demnach irgend ein diesem Systeme von Pnncten gleiches System von 
Pnncten (w, y) erhatten» wenn mmk letztere ans ersteren mittelst der Giei- 
(^angen (1) bestimmt nnd dahei den CoeflBcienten a, h, /> af, h', f mit 
Beracksichtignng der Bdation (S) beliebige constnnte Werthe beilegt ; oder 
mit andern Worten: nimmt man Ae Coordinaten der Pnnete (/, u) con-* 
Staat an, nnd ^ Coeflkienten Oj .... f* von einem dieser Pnnete znm 
andern in einem nnd demnelhen Zei^pnncte ebenfalls constant^ aber von 
einem Zeitpnnete znm andern helieh% verinderlich» nnr da(b die Fnnction 
mh'^u(h^sL\ bleibt, oder dodi dnen constanten Werth behilty so sind die 

CMie • Jotfial d. M. Bd. XXL Hft. 2» 91 
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durefc die GMebimgra (I) besiimmteii Paocte (s, y) mf jede belie- 
bige Weise so beweglicb, dafs die von ihuen gebildete Figur sieb ismer 
ßlekk bleibt. 

8. Wir wollen nun auf die solcbergestalt in einer Bbene beweg- 
lichen Pune(e (jv,y) Krftfte (X, T) wirken lassen , deren Riditungen in 
derselben Ebene begriffen sind, und wollen die Bedingungen des Gleich* 
gewichls zwischen denselben untersuchen» Diese Bedingungen ergeben 
sich durch Entwickelung der Gleichung 2 ( JT J jr + Ydy) =s 0, wenn man 
darin für dx und dy ihre aus der Differentiation von (1) folgenden Werthe 
setzt, bei dieser Differentiation aber t und u eonstant und «, ..•• /^ der- 
gestali veränderlich nimmt, dab ab^ — a'i eonstant bleibt. Dies giebt: 

dx «s df'\^tda'\'Udh, 
dy « df' + tdä' + udb', 
oder, wejl ans (1) tn Verbindung mit (2) 

t^b'(x-n-b(y-f% 
u «s aiy^n^a'ix^f) folgt: 
dx » df—(x-^f)(a'db^b'dM)+(y-^n(^db^bdm), 
dy « df'^(x^f)(a'db'^b'd0') + (y--ry(fldb'-^bda^i 
und wenn man noch wegen (f): 

adV-^bdü' ^ a'db--Vda s dp und ftberdtes 
adb-^ bdm ^ dq und afdV-^Vd^ ms i^ setzt: 
dx = df-{x^f)dp^{y-nd^, 

dy = dr-ix^näf'+iy-nipf 

wo df^ df\ dp, dq, d^ ftof ron einander unabhängige Differentiale sind. 
Hiermit wird: 

S(i:rfx+ Frfy) = {df+fdp-rdq)^X^{dr-^fdp^fdii^):S.Y 

— dp^iXx—Yy) + dql,Xy^ dq'^ Tx, 

woraus, wegen der Unabhängigkeit zwisdten den Differentialen, df,.... dq% 
folgende fönf Bedingangen des Gleichgewichts flielsen : 

^X «0, Sr Ol 0, XXy 8 0, Sra? B 0, 2(2:a?— Fy) » 0. 

Wie gehörig, sind htehinter die drei Bedingungen milbegriffen^ wenn die 
gegenseitigen Entfernungen der Angriffspuncte unreränderlich sind, die Be- 
engungen nämlich : SlTrs 0, 2 Fss 0, SCXy— - Yx) s a Auiserdem 
aber mOssen noch Ae zwei Bedhigangen SXysaiOf oder 2F«saO und 
S(Xar— Yy) = erfilllt werden. 
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Ferner siebt mu echeo im Vonms, dab die fttnf erbaUeoen Glei- 
efaongea enabh&igig von der Lage der Coordinaten - Axefi sein mfiseen. Dies 
bestätigt sieh aucb leicbt darcfa Recbnung« Denn gehen x, y, Xj T tut 
eta aaderea AxensTsteai aber io x^j y*y X'j Y\ mid mcht die Axe der x' 
mit der Axe der x einen Winkel ss a, so bat man, bei nnrer&ndert blei- 
hendeoi Anfaugsponote : 

x' sss xco8a'\-y8maj X' = Xcosa -f Taina, 
y' a» — ap sina-f yeoaa, IT' = ^^Xüum^ rcoea; 

woraiiB folgt 

SJT'/ SS — siaaco8a2(Xjr— ry) + eosa'SJICy~aitta'Zrx, 

Srx' » ~8in«coaa2(Jra?— ry)-f sina'SJTy -f coaa'STar, 
2(JICV— r/) = co»2a2(Xjc— Ty) + »in2«(2Xy + 2 Fx). 
Vermöge der drei letsten unter den ßlnf Bedingnngsgleicbnngen sind dalier 
aaeb 2X'/ = 0, 2 r x' « nnd 2(X'x'— rV) - 0- IHife endlich auch 
SX'sO und 2X^ = und dab die YeräfideruRg des Anfangspnuctes der 
Coordinaten an der Form der Bedingong^lelcbungen nichts ändert, bedarf 
keiner Erörtemug. 

9. Das einfachsie Beispiel, anf welches wir die jetzt vorgetragene 
Theorie anwenden können, ist ein System von drei Pnncten, da bei nur 
zwei Pnncten von Gleichheit der Figuren in der hier festgesetzten Bedeu- 
tung des Worts noch nicht die Rede sein kann. 

Bei drei Puncten werden die fdnf Bedingungen des Gieiehgewichts : 

x + x^ + x, cäO, r+r.+ r, «0, 

Xy ^^ X,Y, + X^y, « 0^ Yx^ r,x,+ Y,x, ^ 0, 

Xar— ry^-X^aPi — riy^ + X.jpj— r.y^ = 0. 
Aus diesen Gleichungen mittelst der zwei ersten X, und T, eliminirt, er-- 
halt man: 

X(jp—ar,)—y(y—yO + ^1(^1-^2)— riCri—r2) = O; 

und wenn man hieraus noch X| und Yi wegscbaflft: 

X(x,^x,)'\^Y(y,-y,)an 0, 

eine Gleichung, welche zu erkennen giebt, dafa die Richtung der am 
Puncto (x, y) angebrachten Kraft (X^ Y) auf der Geraden, weiche die bei- 
den andern Puncto (xi^yi) und (x^y y^ verbindet, perpendicuhr sein mah. 
IH nun dasselbe auf analoge Weise auch für jete der bmden andern Kräfte 
gelten mufs, so schliefseu wir Folgendes: 

«1«^ 
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nSini drti Ponoto io einer Bkeoe dergeitalt bewegUeh, deb der 
lahalt des irra ÜuieD gebiUetott Dreieoke imner derseUbe Uelll^ ud eeüen 
drei auf sie ie der Elieoe wirkende Kfiike sich da« Gleiehgewichl kalten, 
ao «iifii anliaMr den Bedingaiigent weieke nötkig aind» wenn Ae gigenaeit^e 
Ei^e dorPancte nnrefinderUck ist, anok nooli die erfiUU weideoy dafe jede 
Kraft die ikrem ADgiibpiuicte gegenOberliegende Seite den Dnieeka leek^ 
winklig aekneidet^ 

tO. Zaaatne. ü) Da drei eiek das Gleiokgewiekt kettende KriAe 
aick iu einem Paacte ecbneiden, so folgt kieraoa der kekannle SatSf dafir 
die drei von den Edmi anf die gegenfiberliegenden Seiten ekMa Drrieeka 
guttuen Perpendikd eicb in einem Poncte treftn. 

h} Die Notkwendigkeit der Bedmgongy dafo jede Kraft anf der ikrem 
AagrilEqpnncte gegennkeriiegenden Seile des Dreiecks nonnnl kif HUt mA 
anck firilgendergeetalt oboe alle Redknnng daiiknn» Nennen wir A, M^ C 
die drei Pnacte nnd f^ (^^ II die an iknen sidi das 61ekA^;iwtokt kaltcnH 
dea Kräfte. Man laase nwel der Panete» etwa und Cf, mdbewegliek 
werden. Hierdurck wird das voraasgesetate Gleickgewiekt niekft geetOrt, 
die Kräfte Q xuA R yerlieren ikre Wffknng, nnd die Kraft P mala ae 
besdmfen sein, dafir sie ikren allein neck beweglielken AngiiApnnctil nfaAt 
in Bewegung setnen kann. Da aker das Draieek ABC sidi umner 
gleick bleiben soll, und B and C jetzt fest sind, ae iatii in einer Pnraliele 
mtt BC kewegliek. Mitbin mnls die Biehtnng von P anf dieser Parallele^ 
folglich auch auf BC selbst, perpendicnlar seia. 

c) Sind die Mcbtangen von P, Q, R resp. auf BCj CA, AB per» 
pendicular, so erginnen die Winkel fyB, B^P, P^Q die Dreieckswinkel 
A, B, C va 180^ Da nun keim Gleickgewwkte die Kräfte P, Q, B aiek 
wie die Sinus von Q^Ry •••• verhalten, und da die Siaus von Af B, C 
den Dreiecksseiten BC, CA, AB proportional sind, se ermekt man, dafii 
im vorliegenden Falle die Krifte den ikren Angriftpnneten gegenttkerUe* 
genden Seiten proportional sind* 

ä) Die im obigen Satze angegebenen Bedingungen des Gleickgewidita 
aind nickt allein notk wendig, sondern auek kinceidiend« Denn die Bedin* 
gungen, unter welcken die Kräfte bei Dnveraaderikdikeit der g^genseitigett 
Lege der drei Pnacte im Gleichgewicbte sind, werden durch drei Giei- 
ckungen aasgedräckt} und die Bedingung, dals nwei der Krifte ^ mitkia 
auck die dritte, auf den ihren Angriffiqpuncten gegenAkerli^enden Seiten 



lparp«kBc«br mni, führt n xwei GMobimgea. Mu Iwt daher lo Allem 
Mi Gleiehwigeii } wie erftirderlieh. 

11. fiSod bei einem fifjatome von nPoncten die Oerter derselben 
dnrek ihre CoordmateD gegeben, ao können von den 2n Kriften X, 7, 
Xij 7|, •••• noch irgend 2ii— *5 nadi Belieben bestimmt werden. Die 5 
tibrigen ergeben aich mit Hölfe der 5 Bedingnogsgleichnngen. Ea können 
daher auch Ton den anf die n Pnncte wirkenden n Kräften X, T^ .... 
m — 3 ihrer Stirke nnd Bichtang mwA ganz wfllkOilich nnd Ton der 
(«-— 2)ten die Stirke oder die Richtnng gegeben sein, nnd es werden 
sieh darana die Ute nnd n— Ite Kraft nnd von dar n— 2(en die noch nn- 
bekannte Bicl^nng oder Stirike bestimmen lassen. 

So lassen sich z. B. bei einem Systeme von 4 Pnncten J, B, C, D, 
an welchem die Krifte P, Q, B, 8 mat einander im Gleichgewichte sein 
sotten, die Kraft P gann nnd Ton Q etwa die Bichtang nach WHlkdr 
annehmen nnd darana die Starke von Q nnd die Kräfte B und i9 finden. 
Dies kann durch wiederholte Anwendung dea Satsea in g. 10. folgender» 
gestalt geschehen. 

Man bringe an J, 0, C ßni Krifte P", Q", R an, welche flir 
sich mit einander im Gleiehgewicfate aiad, also drei Kräfte, deren Bich* 
taugen resp. anf BC, CA, AB rechtwinklig nnd deren Intensititen diesen 
Linien proportional sind. Eben so bringe man an A, B, D die für aich im 
Gleichgewichte stehenden Kräfte P"', Q", 8"', und an B, C, D die filr 
sieb daa Gleichgewicht m*ch haltenden Krifte ff'', B''', S''' an. Es wer- 
den daher auch alle diese Krifte zusammen an Jl^ fl> C, H im Gldchge- 
gewidbte srin. Bei jeder dieser drei Terniooen von Kriften kann aber 
die Intenaitat einer Kraft nach Willkür bestimmt werden. Man beatfaame 
dfimnanhi waa immer möglich ist, die Intensititen von P" und P*^ so, dafii 
ihre Beaultante die Intensitit und Bicfatung einer gegebenen Kraft P w^ 
bilt. Hiermit sind auch die Intenaititen von (^, B', 0'% »' besthnmt, 
akm auch die Beaultante von Q" und fy\ wekshe Q^ heilsen mag. Man 
gebe eadlicb, was gleichfaUa iauaer möglich ist, der Kraft Q^^* eine solche 
Intensitit, dafa sie, mit Qi verbunden, eine Kraft Q von gegebener Bichtang 
omeugt. Hiermit erhalten auch die Intenmtaten von JR^'^ und fiP^^ bestimmte 
Werthe; und wenn man jetzt noch A'^ B''' zu einer Kräftig und Sf^^S"' 
M einer Kraft ß vereinigt so ist die Aufgabe gelöset. 
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IS. Man «Mit letchi, wie dametbe VerfitJireft mcIi aof ein System 
von 5 und mehreren Puncten angewendet werden kann, und ea wurde 
fiberflfiesig aein, hierbei länger zq verweilen. Dagegen wird man sn eini- 
gen bemeriienawertfaen Resultaten geführt, wenn man die Au%abe fiir vier 
und mehrere Pnnete auf ähnliche Art, wie oben bei drei Puneten geschähe, 
analytisch behandelt 

In dieser Absicht wollen wir zunächst bei einem System von 4 
Puncten die 6 Bedingungsgleichungen zwischen x, ^t •••• ^S9 Xs ^>^ 
X, T, .... X„ Yy aufstellen und die aus ihnen durch Elimination von 
X^ Y, Xi, Y^ sich ergebende Gleichung suchen. Um die Rechnung mög- 
lichst zu vereinfachen, wollen wir zum Anfangspuncto der Coordinaten den 
Punct (x,y) nehmen und die Axe der x durch den Punct (Xg^ y^) legen, 
riso X, y und yi gleich Null setzen. Dies ist gestattet, weil nach f. 8. 
die 5 Gleiehungen unabhängig von der Lage der Coordinaten - Azen sind. 
Die 5 Gleiehungen werden damit: 

x + x,^x, + x, = 0, r + r,+ r, + r3=:o, 

-XgjTi + X2X2 — Y^y^ 4. JCjjTj — Tj/j = 0. 
Hiervon ist aber bereits die dritte Gleichung : X^y2^X^y^ssL0 als durch 
Eliminaüon von X^ « • • . Y^ hervorgegangen anzusehen und wir sind da- 
mit weiterer Rechnung flberhoben. Bezeichnen wir die Puncto (x, y}^ 
('19X1)9 •••• und die Kräfte (X, Y), (X|^ Yi), ...• kurz durch Jl^ JB, C, D 
und Pß Qf jR, S, so druckt diese Gleichung aus, dafs, wenn man von den 
zwei auf C und D wirkenden Kräften B und iS jede in zwei zerlegt, 
von denen die eine mit AB parallel, die andere nat AB perpendicuiar ist, 
und man die zwei mit AB parallelen Kräfte in die Abstände 9irer Angriffs- 
puncto C und D von AB mnltipiicirt, die Summe dieser Prodocte Null ist. 
Es hat keine Schwierigkeit, sich von der Wahrheit dieses Satzes 
unmittelbar zu überzeugen. Man lasse nämlieh ähnlicberweise^ wie voHhin 
bei einem Systeme von 8 Puncten, die zwei Puncto A und B unbeweglidi 
werden. Wegen der Unveräaderlichkeit des Inhalts der Dreiecke ABC 
und ABD bleiben alsdann C und D nur noch in Parallden mit AB be» 
weglich. Nach der Zerlegung der jetzt allein zu berdcksichtigenden 
Kräfte R und S nach Richtangeo, die auf AB perpendicular und mit AB 
paralld sind , können daher die auf AB perpendicularen Kräfte von be- 
liebiger Grö&e sein. Zwischen den mit AB parallelen Kräften aber, 
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weldie resp. R' vud 8^ heüMn^ mufe eine Relaiioo Stait finden, welche 
dadureh bestimmt wird, dafii das Dreieek ACD eeioen Inbrnlt nicbt ändert, 
webei auch das Dreieck BCDj wegen der Beatändigk^ des Inhalts von 
ABC, ABDj seinem fnbalte nach nnver&ndert bleiben wird. Es ist aber 
derinbalt Yoa^d>s=:^(ap,^3 — x^y^). Soll nnn derselbe eonstant bleiben^ 
vrihreod C und JD sich in Parallelen mit ABj d. i. mit der Axe der or be» 
wegen, wahrend also /, und y^ eonstant bleiben und x^ und x sieb etwa 
nm e «nd d andern, so muis ey^-^^dy^^s^O seinj die mit AB parallelen 
W^e « nnd i{ der Pnucte C und i^ mfissen sich daher wie die Entfern 
anngen y, und ^5 derselben yon AB verhalten. Nach dem Priucip der 
virtaellen Geschwindigkeiten mössen aber die Wege c nnd d^ welche C 
nnd D Termöge ihrer Verbindnng gleicbzeitig beschreiben können, mniti- 
plicirt in die nach diesen Wegen würkenden Kräfte X, und JITsf eine Summe 
s=0 geben; esrnnft folglich JC^r-fXjilsO, folglich auch JIT^Xa-f-Xj^sssO 
sein; wie su erweisen war. 

18. Verfährt man auf ähnliche Weise bei einem Systeme von ft 
Puneten A, B, C> D, E, nimmt den ersten derselben, A oder (x, y) , anim 
Anfangspancte der Coordinaten nnd legt die Axe der x dnrdi den swei* 
ten, B oder (^^1,^1), so i^t es die Gleichung: 

X.y^^X^y^'^X^y^ « 0, 
welche aus der Eliminaliou von Xj Y, X^, T^ hervorgegangen zu betrach- 
ten ist. Sie zeigt an, dals, wenn man die auf C, D, E wirkenden Kräfte 
Q, R, S auf AB projicirt, nnd diese Projectionen resp. in die Abstände 
der Puncto C, D, E von AB multiphcirt, die Summe dieser Producte Null 
sein mnfii. 

Um sich auch hiervon den Grund unmittelbar aus dem Princip der 
virtuellen €reschwindiglLeiten deutlich zu machen, nehme man wiederum A 
und B unbeweglich au. Da die Figur ABCDEj und folglich auch jedes 
der beiden Vierecke ABCD und ABDBj sich immer gleich bleiben soHen, 
so sind nach dem Vorigen die Puncto C, D^ E nm m Parallelen mit AB 
be¥reglich, und wenn c, d, e die gletchzeitig von ihnen beschriebenen Wege 
bedeuten, so verhalten sieh c:dssy2:y^ nnd die ss y^iy^y i .h. die vonC^ 
Dp E parallel mit AB beschriebenen Wege sind den Abstanden dieser 
Puncto von AB proportional, und es muis f<rfglich, da die auf C, D, B 
virirkenden Kräfte, nach den Riehtungen dieser Wege geschätzt^ «^^79 
X„ X4 sind, beim Gleichgewichte X»y2 + -^3^+^4X4« seim 



VebarhMpt «Im» — dem fietdhei SdM«« Umtm dUk antk mC 
Jede» System too ■ehraren Pancteii Msdebaea — aSaeB bei ainea Sy- 
Keaft TOB I» Paneten, die Absttade too m~-2 demdbea tob derGenidea, 
wddie die t ftbrigea Pude verbiBdet, aMiltipUckC mit dm rap. aaf di» 
PoBOle wirkeadea aad parallel nit jmer Geradea geacUtataB Eriftaa» 
eise SvaiHM b gebeo. Der Grnad tuorvoa idrar kaaa aaaMftelbBr ia dar 
Anwendoeg dea Priaoipa der ▼iftaaUea Geadiwiadigkeitea aaf dea Säte 
BBohgewieaea werdea, dab bei eiaeai SyvteaM tob Panctea ia eJaec Bbeaa, 
welcbe« aidi iaaier i^eicb Ueibea miXly sobald xwei der PBaete aabewai^idl 
gaaetat werdea, die ibrigaa in ParaUdea aut der Jeae swei Poacte vai^ 
UadeadeB Geraden bewe^i<A bleibea, and dafii die ^teidneitig tob Ammb 
bescbriebenen Wege sieb wie ibre Bnifernangen von der C^eradea TOrlMkeB. 
14. Werden ia derSbeae» aaüMr deai recbtwiakl^a STsteaw dar 
Coordiaaten »vady, aoobswei deigleiebett beliebig aagwwaiea, aad aiad 
ia Benag anf sie dt', / nnd x", y" die Coordionten des Paaetea («, yX 
80 wie iX', r) aad {X", Y") dü Aasdiieke der aaf diese aeaea Syateaw 
beaogenen KnOt (X, Y)^ aiad oadUcb « aad «' die Wiakel derAxea der 
x' aad «" mit der Axe der «>, so bnt bmui naeb %. & 

IX* y aa —«n« OOB« 2(JCjr~ r>) + COS«« ^Xy-^iämtf ST«-, 
XX"y" «» --aina'cos«'S(X*— ry) + oo8««SXy — siB««Srjr. 
Sa folgt bienws, weaa aan 'S,Xy^O, SJry mO aad SX'y' 
sOaetet: 

tm ria« eos« 2(JC««^ry) «f sbi«' "SYx, 

■■ aiB«'eoBB'S(JC4v— rr) + ai»«'*Sl'«, 
BBd UeraBB: 

S3 sinasiB«i'aiB(a'*-oa)Sl^«« 

a siBasia«'aiB(«'— a)2(2:«—rx)} 

felgUob 2 r« «8 aad 2 (Xsr^ T/) ■■ 0, wo&ra weder % aoob •', aoefc 
«'— B) eine« VielfiM^ieB tob t&lf gleieb Ist, d. b. wofern tob dea drei 
AxMi der jpy der dp' nad der s^' keiae mwai aut daaader paralld aiad. 
Statt der ob^gea 6 Bedingongen daa Glekdigewidita kaaa auui daber aacb 
folgeade fiüif setnen : 

SX «s 0, 2 r » 0, -SXymxQ^ 2 JC^ " ^ :&X"y" es 0; 
d b. «Bei einem in einer Ebene eatbaltenen Systeae Ton KiÜlm, wddio 
aaf Pauote der Ebene wirkea, die de^estnlt bew^ßieb aia^ dala da» tob 
ibnen gebildete Figur sich iauBer gleldi bleibt, ist es bbm Gleicbgewidite 



Botkwen^ig aad biarddmid t fntum, dab itfe KrÜle, wem de parallel 
int Area Kkkbms» ea eiaea aad J e a ae ü e a Paaet gbtngem werdea» lieli 
dea 6ieiehg«wiek haltoa, aad dafii sweüea« ftr Jede tob drei la derBkeM 
liefeadea Azea, Toa doMo keiae swei adt eiaaeder parallel aiad, die 
Saauae der Batferaaagea der Pwcte voa der Axe, jede Katferaaaf var- 
iier aiit der aaf dea Paaei wiriieadea aad aadi der Eiebtaag der Axe fe- 
aelüUslea Kraft aialtiplieirt, Nail Mt" 

Zaaats. m) SM diese Itodiagaagea erMk, aa gfli db Belaiiea, 
walebe ftr jede der drei Axea Statt ladet» aaeb ftr jede Tiert«. 

*) Die Notbweadjglieit dieser Belatfea ftr jede Axe der BbeM^ Itttf 
•ieb aaf ihaliehe Art wie ia OMgea aaiaittelbar dadweh leweiwa, dab 
BUHi die Axe ala nit sa deai SysteaM der Paaete geUng betraektot aad 
aabeweglieh aaaiouDt, ab wodarcb db PuMle aar parallel adt di eae i Ax« 
bewegüeb Uelbea, aad ihre gbiehaeitigeB 6eedkwiad%keileB «ieb wie ik« 
Kalbiaaafwii Taa der Axa verbalteo. 

e) Bat daa STsteai bi der Tbat eiae aribewei^i^ Axe, oder, waa 
dwalbw iet, zwei aabeweg^idw Paaete, ae ist ea aaai €9eiebfewiehla 
aeboa biareicfaead, weaa biaaiehtlldi dbaer Axe aHeia die Tetbia gedadda 
Beiatioa beatebt 

li. Kia Sjsteai Toa vier oder a wbwrea Paaetea im Raaaa bUbt 
lieb ^liaAt wean jede voa je yier Paaetea feWMete Pjrramde ibrea fa- 
belt aicbt ändert. £• entatebt daber aaeb die Frage aacb dea Bediaga»» 
gea dea Gieicbgewicbts xwiaeben Krifteai welche aaf dergeetak lai Raana 
bewe^idw Poacte wirkea, dab jede Toa je vier Paaetea geldldete ¥jnh 
■dde TOB gleicbai labalte bleibt. IKe deebalb anaasteUende Beebaaag iat 
der ftr dea ebea bdradMetea Fall, wo da« Syatem ia eiaer Babeae ent* 
baltna war, gaas ibnUdi, daber wir diesefte aar kan a a d eat e a woUea. 

bt daa Syaten der Paaete (»»y,m) deaiSTsboi derPuaete (^%9) 
gleich, 80 fiadea swiaebea dea CoerdbMiMi jedea Paaetea des eiaea fi^- 
stean aad dea Coordiaaten des eatiprecbeoden Taaotae im aadera Systeai 
CMeidMigee von der Form Statt: 

»«=«"/ + *"«+ c"v +/•" 
Shrbciieo dea tob eiaaai Paaelc aam aadera coaetaatea 2Sablea m, ,. ,e" 

CmW*« JowMi 4. M. Bd. XXL Bt t. tt 
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aber besteht 4ie BdatiMic 

Wir B^iflian fioii aft» daCs die Poiiete (<, «^^ t^) migetadert hieibeii» ^ 

Ptaote {w, y, %) aber ibre Lage um ein uneiidlidi Geriagee m iadera, 

dafii die von ihsen geWdete Vigur der Figur der Pmcte {i,^v\ uid folg» 

lieh andi aieh aelbst^^^eh bleibt Die dadorch estaleheiideo AendeniDgett 

TOD X, Yf % ergeben aieh durch Diflbientiation der oUgeo Werthe dteaer 

CooidinateBt indem asan dabei biofii ^ n^ t^ conataat annimmt nnd swiacben 

den DiffMientialen Ton m .... &^ die aoa der Differeatiation von (1) ent-* 

(^ringende Gleichnug bestehen USai. Sobstituirt man in dieaen Wertben 

Ten is, dy» 4z (br t, u, r ihre dordb s, y, % au^gedrickten Wertfaai 

80 kommt: 

dw « if +{x--f)da +(y-nrfß +(*-n'7, 
dy == dr +{x^ndct^ +(y^f^dß^ +(^-./^'Orfy, 

dz = dr + ix^nda'^ + (y^ndß^'Mz^ndy^% 

wo da, dß, .... jy Functionen von a, h, .... e'* und deren Diflbren- 

tialen sind, die anfaerdem, dab zwischen i/«> dß* und d^*^ wegen (1) 

die Belation 

«. ifa + rf|5' + rfy = 

besteht, von einander ganz unabhängig sind. 

Sei nun [X^Y^Z) die auf denPunct {x,y,z) wirkende Kraft Man 
entwid^ele 2(Xiljr+ ^<^y + Zila), indem man für dxy dy, dz ihre vor-* 
hin angegebenen Werthe setzt. Da dieses Aggregat bei jeder möglichen 
VerrOckang der Puncte {x, y, z) Null sein mufs, so ergeben sich mit Be«* 
rOcksfchtlguug von (2) and wegen der flbrigens von einander nnabhingigen 
Differentiale da, dß, ...., folgende eiif Gleichaogen ala Bedingungen des 

= 0, SZ «5 0, 

= 0, SJfy c0 0, 

SXj» « Zyy « SZiS. 

Ganz wie bei einem System von Pnncten in einer Ebene, und wie auch 
schon aus der Natur der Sache folgt, hUst sieh andi hier zeigen, dals diese 
Gleichungen von der Lage des CoordiDatensysteflns unabhängig aind. Legt 
man die Ebene der x, y durch die Puncte (x, y, a), (xi, y^, «J, {x^^y^j «a), 
90 werden z, Zg, a^MsO und £e Gleiehungen 2Xa»o und SfasO 



Gieicbgewichts : 




SX«s 0, 


2T 


2 TT« = 0, 


SZdr 


^Zy « 0, 


ZAs 



radoeirefi aidi aof 

«• X,% + Xt«i + -— « und ir3«s + ^4^-f «.^ » a 

Sie riad ab das BeraUat der EDmiDatiea der 9 Krftfte X, 7, Z, X,, .... 
X^y .... aus den tt Gleichmigen %u betrachteo. 

IC Besteht das System aar aas 4 Poneten, so ist aofolge letxte* 
rar zwei Gleiduingea^ X, cmO and Y^ixst Oj d.h. die Kraft am Pancte 
(^3* Xsf %) ^^ *^f ^^^ ICbene der x, y^ also aof der dnrch die drei 
übrigen Pancte an legenden Ebene ^ perpendicalar sein. Heitsen daher Ä^ 
B, C, D die Tier Pancte und P, Q, R, S die auf sie wirkenden Krifte» 
so mala R anf der Ebene ABC, and aus gleicbem Grande P aof BCD, 
Q auf CDA, R auf DAB perpendicolar sein. Jede dieser 4 Bedingungen 
giebt t Gleichungen, mit denen die S davon unabhängigen Gleichungen 
2. X SS 0, 2 T=s 0, "SZ es xusammen 11 machen, wie erforderlich. „Zorn 
Gleichgewichte a wischen vier Kräften, deren Angriflspuncte eine sidi ihrem 
Inhalte ntch immer gleich bleibende Pyramide bilden, ist es daher aotb^ 
weadig und hinreichend, dals die Richtung jeder Kraft auf der dem An- 
grifspuncte der Ie<ztern gegeafiberliegenden SeitenfÜche der Pyramide senk- 
recht ist, und,da(s alle vier Kräfte, wean sie parallel mit ihraa Richtungen 
an einen Punct getragen werden, sich das Gleichgewicht haltea/ 

Die Nolhweudigkeit der ersten dieser drei Bedingaagea erhellet 
eben so, wie im Obigen beim Dreieck, auch dadurch, dals maa S oder 4 
Pancte unbeweglich werden lüst. Denn alsdann ist der 4te Poact nur 
ia einer Ebene beweglich, weldie mit der durch die S erstem Paacte au 
fährenden Ebene parallel liegt} folglich a. s. w. 

Zusata. Uaier den H Bedingungsgieiehaagea siad oiÜBabar aa<A 
die bekannten sechs: SJC&sbO, .... 2(r« — Zy)^s^O^ .... mit enthalten, 
weMe aHein erfüllt sein müssen, wean die gegenseitige Lage der Angriffs-* 
paaete uaveränderlich ist Da mm in diesem FiüUto aum Crleichgewiclite 
awlaehea 4 Rriftea erfordert wird, dafii jede Gerade, welche die Ricbtun-^ 
gab dreier Kräfte schneidet ^ auch der Bicbtung der vierten begegnet, so 
erlangen wir damit folgenden geometrischen Satz : 

Werden Ten den Ecken einer dreiseitigen Pyramide Perpendikel 
^ die gsgeaeberliegenden Settea gefällt, so schneidet jede Ctorade, welche 
drei dieser Perpendikel trifft, auch das vierte. Wie bekanat nämlich, 
^KjItB^fiAei von diesea vier Perpeudtkela im Allgemeiaea keines das andere. 

2t ^ 
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dhngM <S) Mf : 

SM dwMtefc J, J; C^ P» 17 Ae S Pue(^ P, Q, B, 8, T, üt 
a«fder«8p.wirkeBteiKrifte, vaA 8', T di» pwalkl ■it4eriabe«eJBC 
jMwhifateB Kiifle S, T, ao hI«m », T mät eiMiider pMdifll, ni 
M M& ^%+ l*«»a Mi0, w« sb» «» ^ Alitiiid» 4er P«M(t A ' 
▼M 4er DbeM ABC äuL 

Ww woÜMi de« Gnnd UenrM 4««h älialielM ^eoMeiriedbw B«- 
tradteegM, wie bei Pucten ia doer Bbene, «w dewtlidi m «mAbb mh 
chea. Seien A, .,., B ftnf PuMte ia Bmhm, 4» ^ <« mt ewe g ll c i , 
D, E aker derg^atelt bewegüeh, dsfii das fiffile« 4er ft Paaeto akk iaaer 
l^eidbi bleflbt, aad daher jede der aae Aaen u Mdeadea Pyramidea ihreB 
bAalt aBveiiadeft Ukik, Siad aaa D*, B' swei aader» Oerter, iraleke 
AePaaeteH!, JB? safolge ihrer Beweglichkeit eMaehaen ktaaea, ae eniakt 
aaui saent» dab w^gea der üareriadeiiiiAkeit des lahdte der Pjiaaidei 
^CD, ABCB die Geraden DD', BW der Ebene ABC fanOlei aeia 
artaaea. Maa deake rieh ferner dte Geraden DB, D'B* geaagea, welehf 
die Klbeae JAC ia j; iC' sebaeidea» ao aiad JT aad Jl' ia den nwai ebi- 
«ader giaiebea STateaMa A, B, €!, D, B waä J, B, C, D', B' einander 
emiyaebende Paaete» «d ea ist ftlgVeb dieP}muBlde JBKl^fB JAJRiD' 
^ABWD, relgKoh Am Dideek JBJE «B .dBJrs aad aaa ibnlieheni Grande 
BCKm^BCK'i wek*es niebt aadera nritgik* ist, als weaa K' wM K mt- 
laMitnWIt iMe Geraden DB «d D'B' traÜBB aübin die Ebene ABC 
in einem and JeaMBlbeB Paaete; warans wir weiter addielaen, daib die 
Pnaeta K, D, B, D', B' ^ einer Bbene Befw, dala Mgiieh die W^ 
DD' wmi BB*, weiebe H aad IP gieicbaeitig b eae h raiben kAnnen, aiekt 
■nr Mit der Ebene ABC, sondera aaeh aüt eiaaader pnraüel änd aml rieb 
wie JC0 nnd KB, also aaeb wie ftra Abatinde m» wA m^ inm i&t Eben» 
ilSC verbauen. 

Hieraaeb kaaa, weaa Ton den awel Wegen DD* «id BB* der 
dne ge g eb e n ist, der aadera segleieb gefaeden werdea. Setat aaa nian 
lieb die Projeetiouen Toa DMf* aof die Axea der « and y reap.aBai% nnd 
na,, wo «I «d » awai beiiebiga ZaUen riad, an siad die Pkojeotianea 



tM XV wT ^Bmdtkm äam «■ «i«! wd «i^. Die PntieoliMet aif die 
Am der « aker ciad heidoMili n a 

WUcM MM mTI» mAE «eKrtA» (J^, T„ ^ na (X;, r„ iSJ, 
■• hut MM neh tei PriMip der vviMliiHi «flMhwteÜgkiitea ftr dv 
CliiofcMiwicht 

itülgUk, «ifM dar cegaMdlifM PirtHnUgitiit der XMem m ud n, 
Jl^% -f X«4^ ■■ 0, r,% -f r«% «B 0» wie TMhta. 
la KeMrt SS 1^ md S soek eis driller, sneii dea GeMtse der 
CaciekkeK leweglieher Pssei F kisss, eo dslii jetet deeSjitea der «edis 
Fsseto A, B, .... F, im welobea A, B, C sskewegBdi eisd, rieh iauser 
gieiekUelK aesritases, weü dsss sseh jedee der fceides Syetewe JBCDB 
ssd iJBCacr teeesdere rieb gMeh Uaftes saft^ dieWefe ves Pssd IP, 
wie TeiUs, arit der Dbese ilBC «ad wM eisuder perallei aeia «ad «icb 
wie Are Aketisde tos dieaer Bbese ▼erhaitea» ssd diawlte mmb vea doi 
WefBB ves K ssdF fehes. IN« flekksoll^ tmi aianSliskes 8 PnMtes 
B, B, F k eacfc fiebea c a Wege aftnes daher aät eiaaader ««d arit der 
BIbese JBC funBA sad ftrea fttailades tsb dieaer Elieae prapoitiosal 
siis. Disae Bidhusagrn aisd aber sieht aBeäi aeilipeadig, aosdem aseh 
hlsreiehesii weil daieh aie arit deai wüftiiiick ai^tesoMeaea Wege eiaea 
der dni Pssele, B (aar mmb er parallel mÜ ABC aeia), die Wege der 
betdas ibr%es Fasele veKkeaases knafiaiMi^ werdes, ssd wei^ wess swei 
fl^raleaM rm 4 Fssales A, B, C, B ssd A, B, Ct » eiaaader gWeh 








M. Mas aiehC ves aelbat, wie dieae Beteehissges «af SfjrateaM 
fps sesh a w hf ere s Pssetes aaegedebat werdea ktoses. UeberiuMipt sian 
Beb: nH«t ■>■ eia S7aiea^ k ea t e k e ad aaa eiaer sakewei^ekes Bkeae «ad 
Faselea, die dergeatalk bewegüek aiad, dab daa By^tmk aiek 

gleiek Ueibt, ao abid die Wege der Paacie aut ehwader ssd aÜ 
der Bkese parallel «ad Terkake». aidi une ftre Abatfade tss der Bfcese? 
«sd sNfekekit: weides dieae Bediagaagea k^ der Bewegsag der Fasele 
«rlllit, ae kleikt aick daa Sjale« gteiek." 

Solle« aaa Kräfte, aa dea also kswigüekn Faaelea ssgekraeht, 
aiek daa Gleiokgewtokt kaUea, ae asU«, weas jede Kraft, geaekilal saek 
deraeikeB, aiü der sskewegürhas Kbese paisHeies, eesst will- 
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„Bat 4« SjiMB kfliw ■■bewegliche BkeM, ao Mifr heia Ckidb 
flBwiefet die j0^^ ^^ ^^ MMewii^MBe Emm asgiigBfeeBe 
Bewag Mf Jede fw vier uriDkaiMiee Eheaea erftRt waadea, aad 
deai mamem dto Kff^, m eiMi aad dea»el tw i Panet rmläg^, nefc 
Cle i cige wi cht haHea." Deaa wagea des Bnleni hat ww Tieiaai swei 
aad wefea de« leMen drei OWirhaifWi, afae iiiwi« eW; wie warn 
Oi e lehy wicht et to fdet üe h irt. Warddrfc« Tee dea vierKheaea keiae «wei 
ehwoder paraRd aad keiae drei arit etoer aad de i a elh ea Getadea paraM 
Keseai eder kiraer : die vier Bheaea nfiMea wt dea Vliehea eiaer drei- 
•eWgea Pjraaude parallel aeia. 

in. Von Olekligefriekfe bei aidi affia MeflieBdeii Wigntm, 

M. Zwei Syiteeie Toa Paactea ia Bbeaea atehea ia der Ver- 
wandtnebaft der AfßaitM, weao dBe Fliehe jedea aaa dea Paaetea dea 
eiaea %«teaM xa bildeadea Dreieeke sa der eatapteeheadea Drdeokaüehe 
den aadero Sjaitm» eia eoaataatea Verhiltoira hat bt daher tob drei 
ebeaeo Flforea die erite der iweiten gleich, ak wehd dieae« eeaiteBle 
VerhAltair* dM der Gleiehheit M, imd die sweite der drittea «hnlieh, ae 
iM die ernte der drittea aifia verwaadt^ aad aiaa kaao aaigekehrt la swei 
adaea Figareu immer eioe dritte eonatruiren, wdkhe der eiaea vea heidea 
gleich and der andera ihalioh lat Sind deaiaaeh Paacte ia eiaer Bbeee 
dergeatalt heweglioh, dab die tob ihnen gehüdete Figar aewehl ta jeder 
aadera ihr ihaHehen, alc s« Jeder aadera flir i^Mehea Figar i he r g e h e a 
kann, ao kann aloh die aafinglicbe Figur aaeh Ia jede a ade rft Ihr aOae 
verwandeln, und alle Figaren, welche ein mk aeldi eiaer do^^eitea Be- 
wegliohkeit begabte« Sjratem ron Puneten aaaehmea kaaai aiad daaader, 
wo eicht Ähnlich oder gleich, doch afla. Aaf ehea dieae Weiae werde« 
daher auch die lledlnguogen Ar dna Gleichgewieht einen aiMen Syateaai 
an« den Bedingungen, welche whr bei der Aehnilohkelt und bei der Gleich« 
holt fanden, aaiiammengeaetat aehi. 

Die Bedingungen Ar daa Gleichgewicht swi^ehea Kriften aa Pnao- 
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tra itt einer Bbene, die eise (rieb louMr aflb UeflbeiBde Figiir baden, eiiid 
Uemob fönende webs: 

S(Xjp— ry) « 0, S(X^+Ty) « 0, 

W0 wir etaitt der cwei leteten noch einiadier «eisen kftnnen: 

SJCjf 8 STy SB a 
f 1. Da alle Dreiecke einander aflin sind, no kann Uer swieeben 
diEd Kräften nocb kein Gleiebfewidit beeteben, wobi aber nwisohen vier 
Kriften. In dienern Falle, nad wenn wir gröberer Kinfticbbeit willen die 
Axe der x dnrcb die Punete {x^y) nnd (xi,Xt) legen, gehen die tte nnd 
•to der < Gleichnngen iber fai 

^xr% + JK,y, a nnd T,y, + Y^y^ «s 0, 
folgUofa 2;:X, «B r^tir,, d. h. die swei Krifte (X„ r,) nnd (JiC,, r,) sind 
einander parallel, nnd eben so muneen aneb je awei aadere der 4 Kräfte, 
alao alle 4 Kräfte Aberhanpt, einander parallel wmn. Nehmen wir daher 
jetzt die Axe dw jp mit den Kräften parallel an, ao werden alle 7 Nall, 
die fte, 4te nnd Ste der • Gleichungen werden damit identiach, nnd es 
bleiben nnr noch die lete, Ste nnd 6te 

SX a 0, SXy a 0, -ZXs « 
an berflckmcbtigen. Von diesen aind die awd ersten die bekannten Be- 
dingnngegleicbungen ftr das Gleichgewicht paralleler Kräfte, wenn sie auf 
fest mit einander verbandene Pnocte wirken« Die dritte giebt in Verbin- 
dung mit den swei ersten an erkennen, dafir der Hittelpnnct je dreier der 
4 Kräfte augleich der Angrifipnnct der jedesmal 4ten Kraft ist. YergL 

Artie. 5. h. 

„Sollen daher in einer Ebene an vier Pnncten, die dergestalt be- 
weglich sind, daCs die Ton ihnen gebildete Figur sich immer aflln bleibt, 
Kräfte sidi das Gleichgewicht halten, so müssen die vier Kräfte sämmtlicb 
dnander parallel sein« und anüser den awei Bedingungen, welche zum 
Qeicbaewichte zwischen parallelen Kräften an fest mit einander yerbundenen 
Pnnelen erforderlich sind, mufs noch die erfüllt werden, dais der Mittel- 
nnnct irgend dreier der vier Kräfte der Angriffspunct der vierten Kraft ist ; 
wo dann auch der Mittelpunct von je drei anderen der vier Kräfte der 
Miitelpnnct der jedesmal übrigen Kraft sein wird." 

f 2. Wenn dem Systeme von Pnncten in einer Ebene, welche nach 
dam Gesetze der Aflinittt beweglich sind, eine unbewegliche Gerade, oder, 



was dstwlte M, swel iifc^ w e g W » Pnete Mnngsftgt mtim, m rdbwat 
sieh die AinaU der Bediageagiglfiflh— gea Ar Am GkUkgernkkL «of sw«i. 
Nehaea wir s. & aa, die Axe der » aolle aah«we|^i^ watdea, aidl Üffea 
M deaiBade awei ia ihr liegeade aabewegUehe Paaeto («'»O) aad (v'^O) 
hiaxa. Fiadei aaa Gleicligewiey Statt, ao wird daaaeiho aooh beatolMB, 
wtaa wir letetere awei Paaota ia TeriWadiaf mk des Paaetoa dea By» 
ateiM aaeh diai Geaete der Afiaitit beweflicli aeia iaaaea aad aa ihaea 
swei KrtRa (X\ T) aad (X", T") aakiagea, wdehe ia Veihiadaag ant 
dea Kiiftea (:r, T) a. a. w. dea oKgw • GleieiiBage« Gealge thaa, aa 
Maana also hat : 

jt' + X*' + XX « 0, r + r'+sTmcv 

STy 8 0, XV + X''«^' + 2Xr >• & 

Siad äher die Paaeto («^,0) aad («",0) aahewesKefc, so koBunea 
die aa ihaea aagehraehlea Krtfle aieht aMhr ia Betracht aad dieBedhif». 
I^eiehaagea Ar das €»elolfewi«ht siad diejealfea swei, weiche aaeh Blhai. 
aalioe vea X', F, X'% T' aas latatera • GWeha^fsa Ihrif hieihea, abot 

XXy n 0, XTy ■■ a 

Sie ae^ aa, dals weaa aua jede Kraft, g ea ch i lat aaeh eiaer 

aad deneflbea, äher beliehigea Biehtaag, ia dea Ahstaad ihres AagrifiK 

paaetes vaa der aahewei^ieiNB Lfaüe andt^Seirt, die Sasane dieser Pr»> 

daete Nall aeia arafs. Mao kaaa aiaiGeh statt letalerer awei Gleichai^^ 

aaeh die eiaaige eoBa^Xy-\'mma^TysBO sehreibea, wo «t eteea eoa» 

slaatea aher bdidbjg aa a^aeadea Wiakri hedeatet Setat aua aaa aoeh 

X 8 Poos^, r «B Psia^, wo daher P die lateasitiU der Kraft (X, 7) 

ud ^ den Wiakei ihrer Bi^taag aiit der Axe der * hedeate*, ao wird 

jeae Glridwag: 

ZPeos(^— «).y «■ 0, 

aad drickt aater dieser Form die laiffisprochnae Itedhigaiif aas» 

Bat das Syateai kriae aribew a g ü che liaie, so aiafii dtoaa Bediagang 
ia Beaiv ^ ^^^ gerade Lhaea der Bheae arfidit werdea« weaa Gleich» 
gewicht Statt iadea soH. Nor dirfea dtese ^ei sieh aieht ia afaMai Paneto 
acha eid ea aad aadi aieht idia drei mSi eiaaader parallel aeia. Maa wini 
aiadich sosrft aa dreiaial awei Gletchaagea gaührt, weldke ia ihrer eia- 
fachstea Fora kehM aadera als dto sechs vorhia aa^estdStwi aiad. 
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tS. Dm onfokalifftaD Wtg von denuenigeii eiaMlila|mid| weMieu 
wir kai mamm eaek dem Geaetae der Gfeiehheit bewe^kAee Syetene tob 
Puetett kefolgteiiy weUee wir mcIi aos der jetet eAalteaeo Bedingiiog; 
dee Glei^gewiclito ao eiaeai aioli afifin bieUiendea SyateoM ym beweg* 
Beben Pancten und einer nnbeweglichen Geraden, weiche aSinintlich in der- 
aelben Ebene begriflkn aind, die Art der Beweglichkeit seibat an beatiai- 
BMn aaehen. 

Za dem Bade baben wir nur die jetst geftindene Gleicbnng 2 Xyeoaa 
4-S Ty tina a» mit der aaa dem Prindp der virtuellen Geachwindigkeitea 
folgenden 2Xifjr-f S^'y^s an vergleichen. Hiemach maüii wenn 
auui dfxsiycoaa aetst, Jyastyaina, dxg ssiy ^^oaa^ dy^i^^iyimküL 

aia.w.9 foldUdi ^(ß»^'i-dy^)miiy n.B.w. aad ;^ as taaga «. a. w. aein. 

y^fifind demnach zwei oder mehrere Paaete ia aiaer Ebene dergeatalt be- 
w^glidi^ dab sie in Verbindung nüt einer unbeweglichen Geraden der 
Ebeae (der Axe der x) eine aich aflin bleibende Figur bilden, so tind 
die von ihnen gVeachaeitig beachridtonen Wege (^(ix^ + dy^)) ihren Ab- 
atinden (y) von der Geraden proportional und einander paraller (indem 
jeder mit der Axe der x den von einem Puncto zum andern conatanten 
Winkel a bildet). 

Um dieaea geometrisch darzuihun, darf nur bewiesen werden, dafa 
wenn zwei Vierecke ABCD und ABCD^ in einer Ebene, welche eine 
gemeinachaftlicbe Seite AB habea^ einander affin sind, die Linien CC und 
Diy einander parallel aind und aich wie die Abafande ihrer entsprecheu- 
den Bndpuncte C und JD, oder C und D\ von der gemeinschaftlichen 
Seite ABy verhalten« Ich flbergehe aber den Beweia hiervon, da er dem 
im Obigen gefilbrten Beweiae ffkr den analogen Satz bei einander gleichen 
Vjguren ganz ahaliek iat. 

Oaraua enflidi, dab, wenn daa (^(yatem keine unbeweglicbe Linie 
kat, die Bedingung ftr daa Gleiehgewieht, welche beim Vorbandeaaein einer 
unbewei^hen Linie Statt ladet, in Bezug aaf irei Linien der Ebene er- 
fidlt aein mala, können wir folgenden Poriaoui achUelaen. 

„Hat nun in einer Ebene zwei einander affine Sjatme von Pnneton 
und drei gerade Linien, welche aich nicht in einem Puncto achneiden und 
a«ck nidit alle drei aut einander parallel aind, ao ist ea imaier aiögUch, die 
Puncto des einen Syateam mit den entapveckenden dea andern dadurek zur 

Cnflt^s l«onil 4. M. a^ XU. Hit a. tS 
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OmMem M hn§^m, taimwummt panllel wt lihirfnr m livai fori- 
fMi«r«|^, weldK Am (^ Poncte) BnifeffBmgeD tm der mm der drei 
fi^rade» fmpMtaaMi «d, nml dab mui (fieeelbe OperaÜoa in Bcaig a«f 
jftde di^ heideii Mdero Geraden wiedabolt" 

S4. Aw deag cl bett Grande, wie kei eiaeai Syateae tob PiueleB 
in emer VMne^ nod auch bei eioeai Sjateaie tob PvaeteD mi Baaity inam 
$Mk daMelbe aflb bleibeo aoll, d b. wenn bei der Bewegmg dw Pncte 
die VerkUtoiane xwiwhett den aas ihnen m bildenden Pyniiidea aich nicbt 
andern nollen, die Bedingangen des Gleiebgewicbta ans denen Konaaunen-» 
psmAU^ weicbe Statt finden munaeo, wenn das System sich ähnlieh nod 
wenn es sich gleich bleiben soll. Die« Bedingnngen des Gleichgewieida 
bei einem sich aflin bleibenden Systeme von Pnncten im Baome aiad dam- 
aaeb (rergl. 4. und Ift.) folgende zwölf: 

SX = 0, 2Xy » 0, S-X« = 0, ^Xm a= 0, 

Hieraus folgi znnichst eben so, wie bei einem Systeme Ton 4 Pnnctea 
in einer Ebeiie^ dafs, wenn das System im Räume nur ans 5 Puncten be- 
steht, die Richtungen der auf sie wirkenden Kräfte einander parallel sein 
niflsseu) dafs s&weitens die Bedingungen erfüllt sein müssen^ welche aom 
Gleichgewichte erforderlich sind, sobald die gegeaseitigen Enlfernnngeu 
der Puncte unveränderlich angenommen werden; und dafs drittens der 
Mittelpunct von irgend vier der fuuf parallelen Kräfte mit dem AngriffiK 
puncte der f&nflen Kraft zusammenfallen mufs. 

Man kann hierbei noch bemerken, dafii, wenn bei ^em Systeme 
paralleler Kräfte, sei es in einer Ebene oder im Raame, von zwei A»- 
grifTspnncten jeder der Mittelpuuct der jedesmal flbrigen Krifie ist, dasselbe 
auch von jedem dritten Angriffspunete gilt, und data die Kraflte, nicht nur 
wenn ihre Angriflrs})uncte fest nut einander verbunden sind, sondern aucb 
dann^ wcMin fiie nach dem Gesetze der Affinitat beweglich aiod^ sich dnn 
Gleichgewicht halten. 

Denn ist, -^ um den Satz nur von ehiem ebenen Systeme n be- 
weisen, der AngrilAipmict {x^y) der Kraft (X, T) der Mittelpiinct der ibri- 
fgm KriUke, «nd weidra die Kräfte paralM mit der Axe der Xy abo 
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Y^ T^^ .... CSS angeBonmetti io hat WMk 

folglich dtSX = 2Xx, J .V 

QDd eben eo ySJC es ZAy. { ^ 

Ist ferner aach der ADgriffspuct (Xg, y-f) der Kri^ X| der Mittel- 
pQiict der übrigen Kräfte, so hat mau auf ^ii^ Weise : 

«xSX SS 2X;r und y.^ZX » SXy. (>) 
Aas (a) und (i) aber folgt : 

Da nun or^ — dP nnd y\ — y nicht zugleich Null sein können^ somafis 
S-X ss: sein, mithin auch ^Xy =zO und SXjt =3 0; woraus das Uebrige 
von selbst folgt. 

Statt der zwei letzten der obigen drei Bedingungen för das Gleich- 
gewicht an einem Systeme von fünf in affiner Lage bleibenden Puncto im 
Baume (oder von vier Puncten in einer Ebene) kann mau daher auch die 
Eine setzen , dafs von zweien der Puncte jeder der Biittelpunct der auf 
die jedesmal übrigen Puncto wirkenden parallelen Kräfte sein muls. 

95. Demjenigen endlich analog, was wir bei einem affin bleibenden 
Systeme von einer beliebigen Anzahl von Pancten in einer Ebene fanden, 
können wir, wenn das System im Baume enthalten ist, folgende Satze 
aufstellen. 

„Herrscht in einem solchen Systeme Gleichgewicht, so Ist die Summe 
der Producte Nall; welche man erhält, wenn man jede Kraft, geschätzt 
nach einer und derselben, aber beliebigen Bichtung, in den Abstand ihres 
Angriffisfpunctes von einer und derselben, aber beliebigra Ebene multiplieirt. 
ist diese Summe ss 0, in Bezug auf dieselbe Ebene , für irgend drei nicht 
einer und derselben Ebene parallele Bichtungen, nach welchen man die 
Kräfte schätzt, so ist sie es auch für jede vierte Bichtung. Und wenn 
dassdbe auch noch in Bezug auf drei andere Ebenen gilt, welche mit der 
erstem eine Pyramide bilden, so gdt es auoh flir jede flinfte Ebene, und 
es herrscht Gleichgewicht" Enthalt das System eine unbewegliche Ebene, 
80 braucht diese Bedingung blofs in Bezug auf diese Ebene erfüllt zu sein, 
wenn Gleichgewicht Statt finden soll/' 

Hinzusetzen können wir noch, „dafs, wenn das System eine un- 
bewegliche Linie oder einen unbeweglichen Punct enthält, die erwähnte 
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Bediigaiig in BeMg raf jede toii swei Bbeeeiiy welehe nch in der Linie 
fldineiden, oder in Beng nnf jede Ton drei Ebenen, wdd« in dem Pnet 
jMMunnenntoinen, beia Gleicigewichie erfidtt nein wnbT 

^Bei einem nidi afln bleflbraden SyntenM Ton Pnncten, wddhen in* 
gleich eine unbewegliche Ebene hnt, nind die Puncto dergeatnlt bewcf^icb, 
dnfn die Ton ihnen gleichseitig beechriebenen Wege einuder pnnlld nnd 
ihren Abetinden Ton der Ebene proporiionnl eind.** 

^Dndwchy dnfa nuui alle Pnncte eines Bp*mm pnmUel fortbewegt 
nni Linien, welche sich wie die Abstände der Pnncte Ton einer nnbew^ 
bleibenden Ebene verhslten, knnn ann des Sjsteni nnt jedem nndem £fj- 
stem MT Congmenz bringen, weldkee dem erstem nflin ist nnd ant ihm die 
gedachte Ebene gemein hat.** 

,, Dadurch, dals man dieselbe Operation in Beiog anf nwei Wbenwi, 
oder anf drei Ebenen, weiche sich ludrt in einer nnd dmmelben Geraden, 
anch nicht in einer nnendlich entfernten sehneiden, oder in Be«^ anf Tier 
Ebenen wiederholt, welche nidit einen und denselben Pnnct, anch ni<^ 
einen nnendlich entfernten, mit einander gemein haben, — dadnmA kann 
man das gegebene System mit jedem andern ihm affinen SysteBW mr Con- 
gmenn bringen, welches im ersten Falle die Dnr«dmdintttslinie der beiden 
Ebenen, im nweiten Falle den Dnrchsdmittspnnct der drei Ebenen sut dem 
gegebenen Systeme gemein hat, im dritten Falle aber jede beliebq^ Lag»» 
zn dem gegebenen Systeme haben kann."* 



Eme Untwsochnng über das Gleiehgewidit bei der noch entfernte» 
ren Verwandtschaft der Cdlineation anzustellen , behalte idi nur Ar eni 
anderes Mal ror und besMrfce hier nur, dals unter den Be£ngungm|ei- 
dumgen bei dieser Yerwandtsdiaft alle diejenigen iMt TorkoamMU, wddm 
wir bei der Aflbiitit fanden^ — - denn je zw^ einander afine Figwen sCe^ 
hen nnch in der Verwandtschaft der CoUineatiM; -* dals aber die flbrigem 
BedingungigleidnnsMi von den Coordinaten der Angrifipunote die Qi»- 
dmte und Crodncto der zweiten D im e n sion enthalten. 
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Beitrftge zur Combinationslehre und deren Anwen- 
dung auf die Theorie der Zahlen. 

(Voo Benn Dr. Sttnt in Odttingaa.) 
(Fortwfaaf des AotalMi No. S. im Torigw Hefte;} 



8. 
Afm der Famd 

fft. (l—a?)(l—«^(l— «?>).... SS S (— l)'.x~^ 

l^tet JKiffar (iiav. romm. oMdL Pelr. T. 8. p. IBS) eine Recursionsfoniel 
xwiecdien der Anzahl der Combinationen mit l^^ederholang vol veradiiede- 
nen Snnunen ab. Da man nemlidi 



hat, 80 ergiebt rieh bieraus 

IC s (—!)*• ' e = 0, 

WOBMB, wen II aelbaC in der Form ^^^ enibalten ist, 8(att''G'die Ein* 

beit aeteen mnfik BüUr hatte sehr leidbt eine ahnliche Recnraionaformel 
s w iiche n der Anzahl der Combinationen ohne Wiederholung zu Terschie* 
denen SmuneoL finden können. Da nemlich 

-. 1— Ä» 1— AT« 1—»* ft ' ^ •* 

(t+^a+;i^(i+«') .... - t^-i—ä-i—F . ... « '-^^ «i^, 

0,tt 

17. S(— ty. ^^Caa(--1)' oder »0,. 
jo mmUm IIb Sf'Tr oder nicht ia dieoer Fom ealiialieii H. 
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E« pebt Doch eioe andere bisber imbekaniite Recaniioüsfonnel fär 
die CoBibisadonen ohne Wiederholaog, Ton der ich im Folgenden Gebraacb 
Butchen werde. Um sie zu finden wende ich den zuerst von Gaufs be* 
wiesenen Satz an (SumamHo fumr. serier. nng. arf. 8.)f dars 



1—«« 1—«* l-x« - "^ 

ißt Verbindet man diese Formel mt einer andern, die Euler bewiesen 
hat, dafa nenüicb 

foergiebt sich ^ ..^i 

1+ »C«' + »C«« + . . .. « -r-^i«= , 

0,9D 

imd Huthin 

18. *'s Vir-''"^*''''' C7 « 1 oder = 0, 

0,11 

z «4-1 

je nachdem n in der Form \T oder nicht enthalten ist 

9. 

Eine andere, sebr merkwärdige Anwendung der Formel (15) macht 
Euler in den Camm. nov. acad. Petr. T. V., indem er vermittelst dersel- 
ben eine Becnrsionsformel nachweiset, die zwischen den Summen der Divi- 
soren der Zahlen statt hat Das Gesetz ist folgendes. Nennt man 8.n 
die Summe der Divisoren der Zahl it, so ist 

19. S.» = «•(11— l) + iS.(n— 2)~iSf.(ji— 5) — Ä.(JI— 7) ..•. 

WO man in dem besonderen Falle, wenn n selbst eine Pentagonalzahl ist, 
statt 8.0 den Werth n setzen muCs. Eulers Beweis hat folgenden Gang. 
Er setzt 

«0. tr =x xÄ.l+x'Ä.2+aPiSr.3 .... 
Loset man die Summe der Divisoren in die einzelnen Facloren auf, 
so hat man offenbar 

+ 3(a?^ + a?« + ^....) 

H. S. W. 



lt. SitrHf Beitrags xur CcmUnütiotulthre. |79 

oder 
Hieraus folgt 

«nd darch Differentiation 

«-f-S«*— 5x* .... 

jf CSS — I 

i — X — a?*-|-ap* .... * 

Vergleicht man diesen Wertb von z mit (10), so findet man daraus das 
angegebene Recursionsgesetz. 

Ei$ler selbst nennt diesen Beweis^ bei welcbem Differential- nnd 
Integrab-ecfannng angewandt wird^ einen nicht ganas natOrlichen; ich will 
daher versuchen hier einen anderen elementaren Beweis zu geben, an wel- 
chen sich zugleich andere neue Resultate anschliefsen werden, und welcher 
zeigt, wie sich hier die Logarithmen in die Beweisfnhrung einmischen. 

10. 

Ich brauche Ar das Folgende drei bekannte Satze aus der Theorie 
der Logarithmen. Setzt man 



m 



log 2 A^x"^ SS log(l + '^i^* + ^^ •••') = a4ä?* + «2Ä^-|-«*-*^ 

I),« 

so ist 
Femer ist 

Im n 

h 

WO p "C die Combinationen mit Wiederholung der Classe k znr Summe n 
aus den Elementen A^^ Jl,« ••^•j j^ Gruppe mit der dazu gehörenden 

Permutationszabl multiplictit, bedeutet Auch ist 

. h 

h Kfji 

f 3. Jl, SS 2 p r--^ V > 

wo sich das Combinationszeicfaen auf die Elemente üi^a , aj .... bezieht. 



^y Diese Reiiie wird jetzt gewöhnlich die Lamberlstiie genannt, aber mit Un* 
recht. Sie findet sich zwar in Lam^erff Anlage zur Architektonik Bdt.S.ö07; 
dieses Werk ist aber eist im Jahre 1771 emchienen, wahrend Euiers Abhandhmg 
Tom Jahre 1760 ist 



Entwickelt man die Logtritlnien yon 1 — Xy 1— -x^^ 1— -^r^, •••• 
in die belumnten nndh Potnaen von -w fortsdireitenden Beäen und netst 
log[(l-a?)(l-^)(l-a?^)..-.] « Iog(l-^)+Iog(l-<r^+1og(l-a?»).... 

«^ 0idr -f» tfidr -f" . . • •« 

•0 ift offenbar aligeaein «. n —^. MiOia 

Sobstttulrt man also in (tl) statt rUr den Wertfa ^Srj ao erUk 
map 9 in üebereinatimmnng mit (19) , 

8.n = Ä-(ii— 1) + Ä.(ii— 2) — Ä(ji-5) •... 

Die Formel (tt) i^ebt eine unabhängige combinatoriache Fonnel inr 
Beatimmnng der Somme der IHviaoren einer Zahl n. Man hat nemlieh 

wo sich das CombinationasdiAen nnr anf alle in der Form * J*^* enthalt 

tem ganze Zahlen , als Elemente , besieht und statt jedes Elementes sein 
Werth ( — ly gesetzt werden molk 

Es son K. B. die Somme der Divisoren der Zahl 12 gefimden werden. 
Hier ist iS. 12 «b 28. Ans (t6) ergiebt sich 

— il20a,a,a, a,a, + 200,0,0,0,0,^ + H&M.Oj + eO{o,y(o,yos + (o^2 
-|[42 Mo, o, + 21 W(o,n + it8(«iy* + 70(ii0\a,)^ -n^M(o,y] 

+ A[45(aO^W]-iVt"(«ir<I + iV(«i)" = l+4.2-i.3-(~l) 
+ K6-t+12— 1) — i(20.1 + 20.1) + i[6.(— 1) + 60.(— I) + l] 

— 1(42.1+21.— l)+i(8.--l + 70.1) — i.84.(-.l) + fy.45.1 

— ^.Il.(_l) + ^ SS 2i; also i8f.l2 = 12. 2^ s 28. 

Wendet mmn die Formel (tS) anf die Gleichung (f 4) an, so ergiebt 
sich daraus folgender Lehrsatz. Mon ülde oms dem Wertkm — ^> 

— ^, — f^ - * *^^' ^ AlMMfUm, oHe CamUnolkmen mit FFte- 

ierholuHfm tmr Smmne n, setze Jeder Chrttppe ikre PermmUUkmeuM 
wr wüd imMre jede Qrmppe ome ier Clmeee k wit demFrodoete l.2.^..A, 
90 wird die S9imme der e$ U etek en d en WerAe Null eein, immh n keime 
PeiUofonolmoU ist; dojfegem ist dieee Summe s (-^ty tMmi n im der 

Farm ^*^7 ^ emtkoltem ist. 
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11. 

Za ähnlichen Resultaten fährt aoch die Betrachtong des Prodnete« 
(l+a?)(l— a?^(l+^)(l~^^)<*-* E« läist sich leicht seigen, dafs anch 
in der Bntwickelnng dieses Prodnctes alle Glieder verschwinden, deren 

Exponent nicht in der Form *^ enthalten ist Betrachtet man nemlich 

snerst wieder das allgemeine Product (l+tfi^O(l+^^)(l+^^) ••••9 
so ist in dessen Bntwickelnng der Coefficient des r^ Gliedes a=s C„, imd 
es ist frflher nachgewiesen worden, da(s in diesem Ansdmcke eben so yiel 
Gruppen mit einer geraden als mit einer ungeraden Anzahl von Elementen 
vorkommen y sobald r keine Pentagonalzahl ist Ist nun r eine ungerade 
Zahl, so können die geraden Classen nur Formen endialten, in welchen eine 
ungerade Anzahl ungerader Elemente und also auch eine ungerade Anzahl 
gerader Elemente vorkommt, die ungeraden Classen nur Formen, in wel- 
chen entwedmr nur eine ungerade Anzahl ungerader Elemente, oder eine 
angerade Anzahl ungerader und eine gerade Anzahl gerader Elemente 
vorkommt Ist r eine gerade Zahl, so können die geraden Classen nur 
eine gerade Anzahl gerader Elemente, oder eine gerade Anzahl gerader 
und eine gerade Anzidd ungerader Elesiente enthalten, die ungeraden Clas- 
sen dagegen nur eine ungerade AnzaU gerader Elemente oder eine unge» 
rade Anzahl gerader und eine gerade Anzahl ungerader Elemente. Substi- 
tuurt man statt aller ungeraden Elemente den Werth +1, statt aller geraden 
den Werth —1 und betrachtet die in den einzelnen Gruppen vorkommen- 
den Elemente als Factoren, so wird, wenn r eine ungerade Zahl ist, der 
Wmrth jeder in einer geraden Classe enthaltenen Gruppe bs — 1, der jeder 
in einer ungeraden Classe enthaltenen Gruppe e^+l* ^>^^ ^^ Entgegen- 
gesetzte findet Statt, wenn r eine gerade Zahl ist Jedenfalls wird also 
die Summe aller in jeder Classe enthaltenen Gruppen Null, sobald nicht 
r 9iüt Pentagonabahl ist Da man nun diese Substitution whrklich machen 
maUkj wenn man von dem allgemeineren Producte (l+^i^)(l+^^*) •••• 
zu dem specieUen (1+^)(1— -^p*) •••• fibergehen will, so mfissen alle Glie- 
der in der Entwickelung des letztern Prodnctes wegfallen, deren Exponent 
keine Pentagonalzahl ist Dagegen werden alle Glieder, deren Exponent 
eine Pentagonalzahl ist, mit dem Coefficienten +1 vorkommen, und zur 
Bestiaunung des Zeichens dieses Coefficienten gilt folgende BegeL Es ha- 
ben immer vier auf einander folgende Glieder dasselbe Zeichen^ und zwar 

Gralle*t iMMl d. M. B4.JXL. Bh.2. t4 



J8t iU Sterttf Beiträge zur ComHnmtiom$lehrf» 

abwecbselod das positive and negative. Der allgemeiiie Satz, daGs der Coef- 
ficient von af in der Entwickelung desProduetes (l+^i^OC^ + ^a^) ••*m 

wenn r = -^^— i»t, eine Gruppe mehr in den geraden oder angeraden 

Classen enthalt, je nachdem z eine gerade oder angerade Zahl ist, geht 
ftr das specielle Produet (l-f-^)(l— ^^) •••• in folgenden über. Ist z 
eine gerade Zahl, von der Form 4iii) also r eine gerade Zahl, so ist 
der Coefficient von af gleich +1} '^^^ z:=z^m-{'2j so ist r ungerade und 
der Coefficient =s — 1. Ist dagegen z eine ungerade Zahl, also z{3z+i) 
jedenfalls eine gerade Zahl, so ist dieser Coefficient «ss — 1, wenn 3 z +1 
durch 4 thellbar ist, dagegen ist er = +1^ wenn 'dzT^ Mur durch 2 theit- 
bar ist. Setzt man also allmalig z^^im — 1, 4«i, ^m^l^ .•••, so hat 
man das Schema 
z s= 4m — 1, 4jm, 4iii+1, 4iit-f 2, 4»i + 3, 4»i + 4, 4m + 5, ..•• 

-+ ++ +- — + ++ +- •...? 

woraus die angegebene Regel deutlich zu ersehen ist. Mithin ist 

Setzt man nun 

log[(l+^)(l— »')(l+a?')--.-] = »Aa?*~»2«^ + *sa?^ ...-, 

so ist allgemein — s= (^ , woraus man wieder ähnliche Resultate wie in 
$. 10. ableiten kann. 

12. 

Ans denselben Principien ergiebt sich nun femer eine von der For^ 
mel (19) wesentlich verschiedene Recursionsformel ftr die Summe der 
Divisoren, indem bei derselben die Summe der Divisoren mller vorhergehen« 
den Zahlen zur Bildung der Summe der Divisoren einer folgenden ange- 
wandt wird} zugleich zeigt sie einen merkwArdigen Zusammenhang zwi- 
schen den Summen der Divisoren und der Anzahl der Combinationen mit 
Wiederholung zu bestimmten Summen« Setzt man nemlich 

80 ist allgemein — a^ =s - - 9 miihin ist nach %. 4. 

«7. log[l + 'CV + ^CV...J«^jr*+~a?^+~'^ .... 
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nod nach (21) 

18. S.n = «."C— «CSC«— 1) — »C".S(n--2)— »C.Ä(«— 3) .... 

aod d« luich (10) der Werth von 'C onoiUtelbar fefonden werden kann. 

so drückt die Formel (t8) einen ZosanuMDbang zwiscben den Snmmen 

der Divisoren und bekannten Zahlen an«. So z. B. ist 

S.2 a= 2.2—1 SS 3 

Ä.3 = 3.3 — 1.3 — 2.1 SS 4 

S.* « 5.4 — 1.4 — 2.3 — 3.1 = 7 

u. s. w. 
Ans (t») folgt 

iS.« = n S (— l)*-*.lp"C', 

1,11 A 



WO sich das Combinationszeichen anf die Elemente 'C, 'C... bezieht. 

Eben so zeigt die Formel (SS) wie man die Anzahl der Combina- 
tionen mit Wiederholung zar Samme n finden kann, sobald die Samme 
der Divisoren aller Zahlen von i bis n gegeben ist. Man hat nemlich 

wo sich das Combinationszeicheo "C" auf die Gröfsen ^** '^'^ '^'^ 



• • * • 



1 » 2 ' ä 

als Elemente bezieht. 

13. 

So \i^ie 10 der Entwickelaug der BOgenannleü LambertBchen Reihe 
jeder Coefficient die Somme der Divisoren aller saccessiyen Zahlen an« 
giebt, 80 sind die Coefficienten der entwickelten Reihe 

die Sommen der geraden Divisoren aller successiven ZSahlen, and die Coef* 
ficienten der entwickelten Reihe 

•ind die Sommen der ungeraden Divisoren. Man könnte also diese Reihen 
anwenden, am nach Euiers Behandlongsweise Recorsionsfonnebi swiscben 
den Sommen der geraden Divisoren nud zwischen den Sommen der unge- 
raden Divisoren so finden. Das im Vorhergehenden angewandte Verfahr 
reo fuhrt aber aoeh hier leicht zum Ziele. Entwickelt man 

l0g[(l— J?^(l— a?*)(l— J?*) . ..] ea O^x' + a^jr^+ÜB«^ •... 

f4* 
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90 ist oflenbar aUgeneiii 2ii.ai«cs — 8p.n^ waoa Sfp.n die Sobum der 
geraden Diviwren der Zahl n bedeutet Nun ist 

(1— 0(1— **) •••. = 1— a?»— «*+^+jr** .-.. » S(—iy.a?>*'^. 
MitluD nach (Sl) 

St. Ä>f.2n = 5^(211— 2)+fi|p(2ii— 4)--fi5f>(2»— 10)— Ä^ 
wo man vrieder ßir Sp(2n — 2n) den WerUi 2n aetsen nnft. 
Die unabhängige Formel heibt 

8«- Sp.2nz=:2n'k('-tf.^p^C, 

i,«» a 

wo aich das CombinationaMichen anf die Elemente Oi ss 0, u^^s» — 1, 
i^csOy a«» — 1, .... besiehtp Ist s. B. 2110589 ao ist 

mithin i9/f. 8 « 8(i+l+i) « 14 aa 2+4 + 8. 

Die Anwendung der Form (t8) würde aneh hier wieder sn einem 
merkwürdigen Satze filhren. Eine sweito Becnraionafonnel giebt die 
Gleichnng 

(i-».)(t-J)(i-».).... - l + '0'«'+'C«'+'C«^ 

ans welcher 

log(l + *C^a:^ + 'ea^ ....) = ?^^+^,» 

und mithin 

88. 8p.2n = 2ji.»e — •C?'«/r(2ii— 2) — *CÄ;>(2ii— 4) .... 
folgt. Die Formeln (ff) nnd (88) würden wieder zwei nene Sitze über 
den Znsammenhang der Combuiationen mit Wiedoholong za bnstimmtOB 
Sommen mit den Summen der geraden Divisoren geben. IiA werde jedodk 
im Folgenden die aus diesen Formdn fliefimiden Resultate nicht oMlur be- 
sonders erwähnen. 

14. 

Entwickelt man 

l««[(l—*)(l— «")(!— «*) .•••] = «i« + «2«^ + #»«*...., 
so ist allgemein — na^ der jSbmme der ungeraden INvisoren der 2lahl m 
gleich. Nun bezeichne 8i.m diese Busuae. Entwickelt man daher das 
Pkrodact (1 — ^jp)(1— or') .•••in eine nach Potenzen vaax fortgehende Beihe» 
so kann man wieder eine Recursioasfonul zwisiAeii den Goeffideaten 
dieser Reihe und den Werthea Si.n, iSft(ii— 1) •••• finden. 



. . . 
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Bine andere Recursionaforoiel giebt die bekannte d^obong 

(l-.)(l-.')(t-,.) ■■■■ - l + 'C^'+'C-'+'C .... 
Ans ibr folgt 



• • • • 



log(l + «Cjt* + »C«» + 'C«» ....) « Äf.1.*H-?^*» + ^«»...., 

Mithin BMh (tt) 

34. 8i.n SS n'C— i8i(fi— 1)*C— «•(ii--2)»C .... 
lat s. B. »«7, 80 ist jSt.fisBl+Tsa, vnd nadi (34) 

8i.n «s 7.5 — 4.1—6.1 — 1.2—4.2 — 1.3 — 1.4 « & 

16. 
Es aei Si.n'-^Sp.n es jD.«. Nu ist naob den Vorhergehenden 

***V(1- «»)(!—**)... / 2 *^T-j-*'-.. 

Zieht ann diese Glddinngen von einander nb und benrarkt, dab für die 
nngeraden Zahlen 8i,nsaDn ist, so erglebt sich 

Bfithin nach (f I) 

35. I>.« = — l>(ii— 1)— l>(ii— 3)-l>(»»-6).... «— S 1>(«-— ±-'), 

VfO ftr — 'DCO) der Werth n snbstitnirt werden mds. 

Diese Fonnel giebt zo^^eich einen neuen Ausdruck fät Si.n. Ist 
neniB<A n dne nngerade Zahl, also Si^ntsDn, so hat nan 
M. 8i.n « — [St(«~l)— Sf(«— 1)]— CiSi*(n~3)— Ä|»(«-3)] 

_Äi(ii— 6)— «•(«-10)— [iS«(«— 15)— fi5p(ii— 15)].... 
BS Ä^(«— 1) + «/»(«— 3) + fif|»(ii— 15) .... 
— [Äf («— 1) + Ät(«— 3) + Si («—6)] . . . ., 
wo wieder statt 8p((i) der Werdi n gesetst werden nois. 

Ist dagegen n eine gerade Zahl, so hat maa 
tr. AI.« « «i».»— Äf(«— 1) — i8fi(ii— 3) — [Ät(«— 6) — Sf («-6)) 

— [S»(»— 10) — iS;»(ii— 10)3 .... 
SB 8p.» •^8p(n-^6)^ 8p (n— 10) .... 
— [<Si(ii— 1) + 8i(n—3) + £rt(n— 6) ....]. 
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Hierdordi eriiill; nuui mäAn aach eine neue Fomel für Sp.Zn^ nenÜcfa 
38. 8p.2n s= <8«.2ii + iSi(2n— i) + iS»(2«~3) .... 

— [Ä^. (211 — 6) + Sp.Cin—iO) +....]. 

16. 

Aach die Verwandlaug desAnsdnicks log[(14-^)(l+'*Xl+^)«**«] 
iu eine Reihe kann zur AafBndnng ähnlicher Sitze gebraadit werden. 
Eben so die Entwiekelang von log[(l — af)(i+x^(i — x*) ....} and ähnliche. 
Da jedoch diese Betrachtangen nur Wiederholungen der vorhergehenden 
wären, so will ich sie nicht weiter verfolgen and nor noch eine Bemer* 
kang hinzufügen. 

Ans dem meriLwördigea Aosdracke 

(l-. x)(l~x«)(t-»')(l--«*) .... i«.0a. + 0a^_9*» 
{i+lr)(i+x»)(l+««)(i+««) . . . . - * vx-h-tar— ^a- ...., 

den JacoH gefoaden hat C^^*'*^ ***^' P' '^9? "»d ao dessen SteUe 
man aocb 

[(1— a:)(t-»')(l— «») ....l[(l--ap)(l-*')(t— X») ....] 

«s 1— 2jr + 2**— 2«» .... 

setzen kann, ergiebt sich nach 9. 10. and 14. 

Iog(t-2^ + 29«-2y»....) 

outhia 

39. 2 8.n^Sp.n 

mm 2[2iSf(ii~l) — Ä/^(ii— 1)]~2[2Ä(JI— 4) — iSp(n-.4)] 

+ 2[2Ä(ii— 9) — iSf|>(n— 9)] ..-., 

wo naa statt 2 8{0) — Sp{0) deo Werth n 8ul>8tituireo miifs. 

17. 

Eine ganz fthnliche Reihe von Sitzen erhalt man^ wenn man statt 
der Sunwie der Divisoren die Anzahl derselben betrachtet. Es ist auffiiOead, 
dafii flicht schon Euler die Recursionsformel , weiche den Znsamnenhanf 
zwischen der Anzahl der Divisoren verschiedener Zahlen angiebt, gefiinden 
hat. Hierzn hatte er nur nöf hi^ gehabt, statt der Reihe 
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X' 

~ • • • • 



die Reihe a? 

1-.« ~ 1 — ar» ~ 1 — a?» 

anzuwenden, in deren Entwickelnng der Coefficient einer jeden Potenz 
von X die Anzahl der Divisoren des entsprechenden Exponenten angiebt. 
Diese Reihe wird zwar auch gewöhnlich Lambert zugeschrieben und kommt 
an der oben erwähnten Sfelle vor: sie war aber schon lange vorher^ wenig- 
stens in etwas veränderter Gestalt, Eulern bekannt Denn in der Ab- 
handlung y,Comiieratio quarundam serierum (Nov. comtn. ac. Petr. T. Sy 
kommt schon die Bemerkung vor, dals in der Eutwickelung der Reihe 

der Zahler jedes Bruches anzeigt, wie viel Divisoren der Exponent des 
Nenners hat. 

Verfahrt man wie im Vorhergehenden, so erhält man diese Recur- 
gionsformel auf folgende Weise. Man bezeichne durch N.p die Anzahl 
der DiTisoren der ZaAl p, so ist offenbar 

_ N.i N.2 , ^-3 • 

Es kommt nun zunächst darauf an, dasProduct(l — x)(i — x^)*(i-^x^^ .... 

Im 

nach den Potenzen von x zu entwickeln. Bezeichnet man durch ""fö den 
m^ Binomialcoefficienten der Potenz — , so hat man 

l — ar = 1— *»:c' 



u. s. w. 

In diesen Reihen hat jedes Glied die Form ''f&x'^\ Multiplicirt 

man nun diese Reihen mit einander, so wird man, um den Coefficienten Ir*- 

gend einer Potenz x* der resultirenden Reihe zu finden, folgendes be* 

denken mflssen. Die Exponenten der ursprflnf^dien Reihen bilden die 

Folgen 

0, 1.1, 

\i, 1 • ^, ^ • ^ß «j • Xy • • • • 
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So oft man nun aus den Gliedere dieser Folgen Variationm zn 
Somme / bilden kann, erUttt man in der resnltireaden Beibe den Exponenten f. 

Da nnn jedem Gliede mr derCoeffieient +''!5 entspricht (wo das pomtire 
oder negative SISeichen za nehmen ist, je nachdem r gerade oder nngerade 
ist\ so erbalt man den Coefficienten von s^^ wenn man in jeder Groj^ 

statt mr den Werth ±'^8 (und statt Nnll die Einheit) setat nnd die ans 
jeder Groppe entspringenden BinominalcoefBcienten nnt einander mnltiplicirt; 
die Summe aller dieser Werthe ist der Coefficient von ^. Ist z. B. < es 6, 
so sind die Variationen sur Summe 6: 

1.6 

2-3 

3.2 

1.1 +1.5 

1.2 + 1.4 

in ist der Coefficient von a:^ gleich *— ^ift+^i— ^9 + '9.^i+^i.*2». 



BoMichnet man nun der KCIrze halber den Coefficienten von x' durah 
Af^ so ist 

I<«a+^i** + ^t^+^«' ---O = — ^^— ^«^— ^^.^ 

mithin 

40. N.n = — ^i.2V(ji~l) — Jt.2V(ji— 2)^ .... — «4.. 

Durch wirkliche Berechnung findet suui 

^ii =s — I, A2 ^ — ^j A^ ^m -^j ^4 SB ""A* ...• j 

mitbin 

^.1 s 1 

iV.2 — l + I =2 

ZV. 3 « 2 + 4 — 4 = 2 

3^.4« 2 + 1 — i + 4 8 3 
u. s. w. 
Eben so wurde man aas (St) eine unabhängige combinatortsdie Fonnel zur 
Bestimmung von N.n finden. Ueberhaupt könnte man fast alle Sitze, die 
frAber in Beziehung auf die Summe der Divisoren gefunden worden sind^ 
auf analoge Weise auf die Anzahl derselben übertragen ; umn wArde z. B. 

die EntWickelung von log[(l — «'}^(1— ar')i(l — «^)* ....] betrachten 
müssen^ um die Anzahl der geraden Dtvisoren einer Zahl zu finden* 
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18. 

An das YorhergeheDde reiht sieb uomittdbar die Aoflöraog einer 
anderen Anfgabe, nemiich eine Recorsionsformel zwischen der Anzahl der 
Zahlen zn ifinden, die deiner ids eine Zahl nnd keine Factoren derselben 
sind. jBs bezeichne L.m die Anzahl der ganzen Zahlen, die kleiner als m 
and keine Factoren von m sind, so ist z. B. för m = 6, der Werth von 
£/.m = 2. In der Reihe 

T^ + T^ + 3* 

zeigt der Zahler jedes Coefficienten die Anzahl aller ganzen iSahlen an, 
die nicht gröfser als der Exponent der dazn gehörenden Potenz von x 
sind. Betrachtet man diese Eeihe als einen Logarithmen nnd setzt 



X 



X'\-x^'\'X^ .... = log(l + aijr* + 02«?' ....) == log€*~*, 
so kann man die Werthe von Oi, Oj,.... leicht bestimmen. Da nun ferner 

log(l+-iiaF'+-42ap'*...) = -r.~~~x ^-x^ 

ist, SO hat man 

log[(l+a,ar*+a,x^...)(l+JlX«+.^^^..0]«^ar^-^ 



• • • . 



•• •• 



und da sowohl e^ Bis A^ bekannte Gröfsen sind, so erhält man hieraus 
rine Recursionsformel zwischen den Gröfsen Z/.!, L.2, L.3, .... 

Bei wirklicher Berechnung findet man 

mithin (l + aiJp + aidp*....)(l+ -^iat+^x*....) =* 1+i^ + i**»*«. 

und LA SS ^.i--O.L.3^0.L.2-^Li 

oder, da L.l ss ist, LA e= U 

Auf dieselbe Weise kann auch eine Recursionsformel zwischen der 
Summe der ganzen Zahlen gefunden werden, die kleiner als eine Zahl 
und keine Factoren derselben sind« Zu diesem Zwecke betrachte man 
die Reihe 

i.x ^ S.x* _^ 6.x^ , m{i + m) ^j^^ 

-I- + -2- + -5T •••• + 2m ^+---- 

in welcher der Zähler des Coefficienten jedes Gliedes die Summe der 
faneii 2Sahlen angiebt, die nicht grö(ser als der Exponent der entsprechen« 
den Potenz von x sind. Man bezeichne diese ISlumme in Beziehung auf 

CMWf iMfMl d. M. Bd. XXL Hft. 2. f6 
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die Zahl m durch Km. Setzt man dud 

--^ + ~f~ + -^^- •••• == Iog(l + aijr + aaJp' + aja?' ....)t 

80 kann man wieder die Werthe von a, Os? ••*• naöh Formel (tl) berech« 
neu« Nun hat mao ferner 

mithin 

log[(l + aiJP^ + Oiar^ + asa?' ...0(1 — * — «^ + «*+^^ ••••) 

• — — j •*? T 2 •* « 3 x^ • • . • 

Daa allgemeine Glied des Productes 

(1 + «1«* + <h^ ••••)(* — * — «^ . . . .) 

3mS+m 

ist S (— !)"•« 3«.+«.*". 

o,«i« """ — 5 — 

Bemeicbnet man diesen Ausdruck der Kärze halber durch B^x^^ t90 Imt man 

41* ML • H CS H Mßjg "*** Mßi • mL^^ I **"* MM 2 • MLn,^ • • » • 

19. 

Eine neue Reihe von jSätzen erhält man, wenn man die im Vorher« 
gebenden betrachteten numerischen Transcendenten nur zwisdben bestimm- 
ten Grenzen nimmt« Will man z. B. einen Ausdruck fdr die Summe der 
DiTisoren einer Zahl n, die zwischen den Grenzen 1 und r enthalten sind, 
finden, so bezeichne man diese Summe durdi «St.n. Entwickelt man nun 
log[(l — j?)(l — jr') .... (1 — JF*")] in eine nach Potenzen von x fortschrei- 
tende Reihe, so wird diese 



SC . « • • 



— " O^ • 1 • JP —— — ^ — ^ ■"" — 5 — ^ • • • • 



Setzt man nun (1 — x)(l — j?')....(l — x^)=: l+-4|jr + -^*'«**- +« \ 
so hat man 

4«. Sr^n = -^..«'.(ii— l) + 4iÄ,(n— 2)+ .... +it-4„. 

Wird z. B. gefragt, wie grofs die Summe der zwischen 1 und 6 enthalte- 
nen Divisoren der Zahl 12 ist, so hat man 

Äe.l2 = S;i.ll + Ä6.10~«e.7— 2S;,.5 + 5o.3 + i8'o.2 + S6.1 + 12 
= 1 + 8—1 — 12 + 4 + 3 + 1 + 12 Ä 16. 
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Die Entwicklang de» endlichen Prodaete« (1 — x){i — x^) .... (1 — x') ist 
aber ypn der des nnendiichen (1— jEr)(l — x*^).... wesentlich Terscbieden 
und bedarf einer besonderen Untersachung, indem hier nicht, wie dort, alle 

Glieder wegfallen, die nicht in der Form — ^=^ enthalten sind^). Ich 

werde später auf diesen Gegenstand zarnckkommen und will hier Torlaofig 
nur folgende Bemerkungen anknflpfen. In der Entwickelung des endlichen 
Productes (1 — x) .... (1 — jt'') gehören die Glieder immer paarweise so 

r r I 1 

zusammen, dafs die Summe der Exponenten ==- ' ~ ist und die Coeffi- 

cieuten gleiche Gröfse und gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben, 
je nachdem r gerade oder ungerade ist. Denn nimmt man an, dafs dieses 
Verbältnifs bei der Entwickelung von (1— a?)(l — x^) .... (l — x"^^) wirk- 
lich Statt hat, so dafs je zwei Glieder Ax'^y ±Ax^ auf die angegebene 
Weise zusammengehören und multiplicirt man mit 1 — jr^, so gehören wie- 
der die Glieder Ax"^ und ±Ax'"^'^ und eben so ±Ax^ und — -^op^"*"" zu- 
sammen, da m+n+t-ss jw-f-^^-n-^'^ — m + ^ = '-^'y— ist. Da nun das 

angegebene Yarhältnifo in der Entwickelung Ton (1 — x)(l — x^) ss 
jf^—x-^a^—x^ wirklich Statt hat, so gilt es auch allgemein. Auf ähn- 
liche Weise kann man zeigen, dafs in der Entwickelung des Productes 
{l-^ x)(i'^x^) .... (^i — x^) je zwei Glieder so zusammengehören, dalis die 

jSumme der Exponenten = ' ^ - und die Coefficienten gleich sind. Be- 
zeichnet man durch [""CJ die Combinationen ohne Wiederholung zur Summe m 
aus den Elementen «i, aa, .«•• a^, durch *"€> ihre Anzahl und durch 
D.'^Cr den Unterschied zwischen der Anzahl der in den geraden und un- 
geraden Classen enthaltenen Gruppen, so ist der Coefficient von x"" in der 
Entwickelung von 

(i + a^x^Xl+a^x^) .... (l + a,*^) 
gleich H^Cr"]. Setzt man die Coefficienten ai, o,,...* a^ sämmtlich ss — 1, 
so kommt man auf das specielle Product (1 — dr)(l— x^) ••••(1— x^) zurflck. 

Hieraus ergiebt sich folgender Satz. Ist lis» ' ^ m, so ist D^.Cr 

sssD.^'Cr oder D.'^Cr^ — D.^'Cry je nachdem r eine gerade oder ungerade 

*) Diese Bemerkong ist um so wenimr uberflossig, da ein aasgeseielmeter Mathe- 
matiker das Gegentheil geglaubt hat und dadurch auf mehrere falsche Ausdrücke ge- 
Ifihrt worden isu 
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Zahl ist. Setzt nan die CoefficientoD sanntlicb rs f , w erhalt nan das 
Prodact (i + ^)(l + ^) ••••(1+^'')« Hierana ei^'eht sich folgend^ Site* 

r r + 1 

Es ist immer ""Csa^CV, wenn m +11==-^-—— ist. Aus deo zwei Gleichun- 
gen D.'^C,^ ±D.''Cr and '^Cr^=^''Cr folgt alsdann noch der Satz: wenn 
ffi ^ n =: ^^^^^-^— i^t 1 80 >^ sowohl die Anzahl der Gruppen mit gerader 

Elemeutenzahi , als die Anzahl der Gruppen mit ungerader filementenzahl 
in l'^Cr] und ["CJ gleich, wenn r eine gerade Zahl ist: ist dagegen r 
eine ungerade Zahl, so enthalt 1"*^^ hezd^ch so viele Gruppen mit ge- 
rader oder ungerader fileaMotenzidil, als ["CJ Gruppen mit uageradmr 4>der 
gerader Elemeutenzahi enthalt. 



mmmmmmmm^tm"^^ 
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lt. 

lieber die Transcendenfen, welche aas wiederholten 
IntegratioDen rationaler Formeln entstehen. 

(Ymi Herrn A«t JL B. EmmHur, Dr. pUL m Liegute.) 
(FortMtnaf te AnfatMt No. ft. im t ukm fUtm Mmbi BudM.) 



4. 

▼Vir wenden wut van wn UntermAsng des Lit^grales 

Ans der Definition folgen zonickrt immittenMur folgende Eigenechafken 
desselben: 

D{xj — a) sa D{x^a)f D{x9ül^w) = D{ — *,a), 
oder allgemeiner 9 wenn k irgend. eine ganze 2jaU bedentet, 
D{x,±a^2kx) SS D{x,a)y l>(jr,±Ä+(2* + l)tr) «= l>(-.;r,a). 

Da Uemach jede beliebige Fonction D{s^ü£^ anf ane andere redneirt wird, 
tat welche a in- den GrenMn nnd % liegt, ao werden wir nnbeschadet 
der AUgeneinheit . der 2« entwickelnden Fonnela gewöhnlidi voraossetsen, 
dafa dieses zweite Blenent a in den Grenzen nnd sr liegt Wird nnn 

xflg ^1^^ \ g^wtzt, wodorch D(Xfä) inl^(tr,a) übergdit, so hat man 

für dieses Integral in der Form D{u^ o) 

D(ßh(t±kT) « !>(!«,«), D(u±kif,a) « D(fi,a)j 

so dab die Fonction D(%a) mch gar nteht ändert, wenn zn einem ibrer 
beiden Elemente, oder andi sn beiden, beliebige VidUachen von ir hinzige* 
than oder davon weggenommen werden, nnd eben so, wenn ihreBlemente beide 
zugleich mit omgekdir^n Torzeichen genommen weiden. Die Continnitat 
dieser Function wird unterbrochen, oder iD(iiy a) wird aiiendlich groG^ so^ 
bald sin(ii+a) es wird; deshalb werden wir gewöhnlich «4-« als In 
den Grenzen und r liegend betraohfeu, wdehen in D(Xja) dieOnnzeu 
T9S — (X) und jr «s -f ^ entsprechen. För a &s geht D(x9 a) Aber in 

A(x), aber D{v,a) in -4(~1), oder es wird D(ti,0)^^. Wenn aber 

CreUe*» Jonmal d« M. Bd. IXL HO. 3. 
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u und a sogleich verschwindeo, so geht J9(t^ a) iber in A{x)^ wo % den 
Werth bedeute^ welchem der Qaotimit -:~7''|t^ oder -^^ sidi nnttodlich 

nähert, wenn ti und tt onendlich klein werden* 

Die Differenzialqaotienten de« D{s,(l) in Beziehung auf m und a 
sind folgende : 

— T-^-^ = — r. o 1 I — i + WC tang t-| 

da l + 2xco8o + x* ' ^l-f-^oota 

und deshalb ist das vollstäodige DiflTerenzial, wenn beide Elemente x und a 
Mgleich veränderlich «ind, 

oder 

Der Kreisbogen, welcher in den in Beziehang auf a genommenen Differen- 
zialen vorkommt, hat bekaonllich unendlich viele verschiedene Wertbe und 
mufo deshalb näher bestimmt werden. 

Für tf » ist D(jc, a) s 0, folglich auch t^^^ s 0. Deshalb 

mu(s flir diesen WeHb des x auch der Kreisbogen es o werden« Wenn 
nun a in den Grenzen und t liegt, so wächst der Kreisbogen conti- 
nuirlich zugleich mit x und erhält PStr xtssoo den Werth a: wenn aber 
m abnimuit, so nimmt aueh der Kreisbogen conlinuirlich ab und för ^ s= — oo 
wird derselbe gleich a — tt^ so dafs dieser Kreisbogen immer in den Gren- 
zen a — r und a eingeschlossen ist, wenn nanilich a in den Grenzen 
und T liegt und x in den Grenzen — oo bis -f* ^ • 



8I1IM 



Setzt mau m «b . . . — r , so erhält man hieraus auch die 

Slll(u«f*o)' 

ztalquotienten und das vollständige Differenzlal von D{^%a)^ 
^-=~>— ~ «= — ^(-^—T-J cotangi^ti-f a), 

d.D{u,ii) er fi-^ ^^^ -!"— U 

welches auch so dargestellt werden kano: 

d,D(u.a) = l(rrX-)äliJ^)-n.da, 
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wenn a imd ir + a in den Grenzen and r liegen. Sind diese Bedin- 
gungen nicht erfüiUi 00 kann man diese Formeln nicht unmitlelbar zum 
differenziiren Ton D(u,cl) anwenden ^ sondern man murs dann zuvor den 
Elementen u und a gewisse Vielfachen von t uehmeu oder daxu liinzulhnn, 
von der Art, dafo diese Bedingungen erfälli werden. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun die Formeln suchen, 
welche die Eigenschaften der Function D(t, a) oder D(u, d) enthalten. Zu 
diesem Zwecke bietet sich hier wieder dieselbe Methode dar, welche wir 
fär die Function jUx) angewendet haben, nämlich in D{x,(t) statt x irgend 
eine rationale Function von x zu nehmen und alsdann dieses Integral in 
s^ne einfachen Bestandtheile zu zerlegen. Zunächst wollen wir *— ^ 
statt X nehmen, wo n eine ganze positive Zahl sein soll, und wollen a 
in noL verwandeln. Hierdurch vfivA 

Die gebroefaeiie rationale Function, welche in diesem Integrale enthalten 
ist, wifd aber bekanntlich foigendennaafsen in ihre PaortialforOche zerlegt: 

f i^^^\ 

{af^—9Mnm)na^ ^ S « /» ^ 

und deshalb hat m^n sogleich durch die Integration der einzdneu Theilc: 

«3. />(-^% na) = n % DI—x, a+— ). 
VerwMdeU man a iu &+ — > ^o «i'^üH man bieraos 



Dies sind längst bekannte Resultate, welche auch gewöhnlich auf 
ähnliche Weise hergeleitet werden. Auf andere Werthe aber als — -ar^ 
und + x^ bat man diese Methode noch nicht angewendet, um eine Function 
derselben Art zu verwandeln, obgleich solches^ mit demselben guten Erfolge 
geschehen kann. Aus der oben angegebenen allgenfeiiien Methode der 
Zerlegung der in deiFotm/PfQdxdx enthaltenen Integrale folgt näm- 
lich von selbst, dafs umn, indem man ßr x irgend beliebige rationale 
Functionen in D(xy a) subsfituirt, eine unendliche Anzahl verschiede- 
ner Formeln erhalten mnfs, in welciteu eine solche Function als Aggregat 
mehrerer Functionen derselben Art dai^estellt wird. Obgleidi nun aber 

16* 
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diese Mettede iiathweodif n den gesiidrtea Resultaten ftliren mnfiiy ne 
werden wy dodi hier nidit weiter von deiMtten Gebraooh nachen, weil 
wir Mehtor «un Ziele konmen^ indem wir die Theorie der Fnnotion {Dx^ ä) 
anf die der einfacheren Vnnction J{») griadent deren Grand -BigensiAaftea 
wir bereite entwidkelt haben. Eben eo werden w&r anck die Theorie der 
Fanction E(Xf a) anf die der Foncäoo diä) grilnden. Der tJebergaag von 
J(x) M D{xja) nnd E{Xja) geaehiekt daroh Binfafarnns efaMi unaginareB 
BleoMitea x^ nnd ee kann veniltolat der oben gefandenen Gldehnng 

+ iE(xy a) + ?/(! +2*coaa+jO 



«ainci 



^(jr#^«:/>(x,«)~aaretongj^^^^ , --v-^^-/ . j 

jede EigenacAaft der Fanction J(jx) ut dh Fondionen D(x^ a) mnAB(x$^) 
dberlragen werden. Die Beetinaimig der Grensen, in wdchen die Kreta» 
bogen der ao erhaltenen Formdn iMgen, «acht hierbei auiige Schwierig- 
keiten; whr werden die Grenzen aawat den Theilen der Fonnelny welche von 
Logarithmen nnd Kreiabcgen abhingig aind, anderweitig bestimmen, nnd 
zwar SO9 daCs ^ Formeln dadnrdi andere, von der Befarachteng dea 
Imaginären ganz imabhingige Bewdse eriudten. Da die Fonael (t) des 
g. t« die Grnndformel tir die Function A(x) ist, ans welcher alle flbr^;ett 
sich ableiten lassen, so werden wnr nur die dieser ettlsprecbende Grand- 
formd flir die Function D(Xf a) herleiten, und aus dieser abdaaa wieder 
die andern i^iedelleren, deren Anzahl aulserordentiich grols ist Zu diesem 
Zwedke werde in der Formel (S) g.t. «r in xs^, y in y^ Tcrwaadslt^ 
und es werde adsordem gesetzt 



t—x^ SS r.r^, 



1— ye/^ « e*^i 



oder, was dasseflbe ist, 

jrsina 1 

1 — apcosa 



r amti. 



rcosir, ] 



ytbkß 
yooffß 



fcl> N 



Bierdorch erhält man 

J(^xy^^^') 



sin(tt4*a)' 
sin« 



e 



tnVf 

tiaß 






Zerlegt man jetzt die Functionen A dieser Formel in ftre realen und ina^ 
ginaren Theile, so zerftUt die ganze Fwmd in einen realen und einen 
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ifluigiiiirea TheiL Zieht mu tener Uer, wo es sich om die FmketionD^x^a) 
handelt, nor den realen Theil in Betracht und heKeichuet alle Logaridiflien 
und Kreisbogen, welche er enthalt, einfach mit L, so erhält man 

Sohstitoirt man fiir op, y^ r, ^ ihre Werthe, ans^^edrAckt durch «, r, o, ß, 
so hat diese Formel Tier von efaiander unabhängige Grölsett. AoOser die- 
sen f&hrmi wir no<4i einen HAlfirwinkel (p ein, weldier dazn dient, die For- 
wnA selbst nnd die sor Besthnmmig ihres logarithmischen Theiles L nötbige 
Redinnng bedratend m ToreinfiMdien. Diesw Winkd soll dorch folgende 
Gleidiang bestimmt werden: 

oder^ was dasselbe ist, 

4^^(h -s ■iniiSint>sin(a + ^ 

^^*^ «B(y+a)änlv4-/J) — 8iaiiiinvooB(a+/?)' 

Bioraos hat man namlieh darch einfadie Rechnungen 

siny mnumpv 

— Mi(y — ii) ^^ eiskumaß ^^^ xq 
sni(f4-« — v) "^ mam{V'\'ft) "^ r ^ 

— «n(y — v) ^^^ gtnvin« ^^^ yr 
•iD(tP-f-/9— u) mkßtmdw^a) "^ ^ 

Snbstitairt man diese Wertbe in der obigen Formel, und macht zugleich 

von der einfiMÜieren Art der Bezeichnung llf r^*|?" , aj taD(u^ a) Ge- 
brauch, so hat man 

l>(ti,a) + I>(r,ß) +1>((P— ti,a + «— r) + ll((p~r, ß + r— «) + //. 

Um nun den von Logarithmen nnd Kreisbogen abhangigen Theil L 
BU bestinmien, werde ich diese Formel zuerst differeoziiren und nachher 
wieder integriren. Damit aber die Differenziatiou nach Anleitung der oben 
gegebenen Formeln genau ausgeführt werden köune, mfissen zunächst 
die Grenzen bestimmt werden, iu welchen die Grö(i9en a, ß, u+a^ 
^+1?? Vi tt+ß? d+u — V u. s. w. liegen« Von den vier Gröfsen a, j3, 
V'j;'ay v+ß wollen wir festsetzen, dafs sie alle in den Grenzen und r 
liegen, da dies unbeschadet der Allgemeiaheit geschehen kann« Der Bogen P 
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ist durch die obige Gleichaog nicht vollständig beatimint Um ihn daher un* 
zweideutig sa bestimmeu , wuUeu wir festsetzen , dafs sugleich mit ii ss 
aoch ^ = sei, (und nicht (Psr» ^32 2^, oder dergleichen; welches 
nach jener Formel ebenfalls Statt haben könnte}. Ich fiige jetzt den 
Gröfsen (P, (P — ii, (P — r, a+ß, a + ii — r, ß + v — n gewisse Vielfachen 
von ir za, oder ich nehme statt derselben resp. P^Kr^ <f) — u-^K^r^ 
^^i?+W, a + ß+kTT^ a + ti— r+*V nnd ß + v—u + k"irj wo K 
K% K^\ kj k\ k" positive oder negative ganze Zahlen sind, von der Art 
dab die GröCien 

a + ß+*jr, (p + a + ß + >cr +*tr, 

a + ii — r+*V. ^ + a~r + Vr +*'«', 

ß + r — « + Ä'V, (p + ß^n^. K'V + *"r, 

alle in den Grenzen und tc liegen sollen. Hierdurch vermeidet man viele 
weitlanfiige Erörterungen; denn um z. B. zu sagen a+ß liege in den Gren- 
zen IC und 2 ify darf man nur sagen, es sei Ar s=: — 1 : statt a + n — r liege 
in den Greuzen — ^ und 0, heifst es k^ es: -f-l u. s. w. Auch eriangt 
man hierdurch den Voriheil, dafs die Formeln für das vollständige Differenz 
zial der Function D (ti, a) , welche wir oben gegeben haben , unmittelbare 
Anwendung finden, da dieselben voraussetzen, dafs das zweite Element 
und die Summe beider Elemente der zu differenziirenden Function in den 
Grenzen und tt liegen. Statt der obigen Formel nehmen wir also fol- 
gende ihr völlig gleiche: 

+ ö((p~r + VV, ß^v~U'{^k''7r) + L. 

Diese Formel differenzüre ich, indem ich alle vier unabhängigen Gröfsen 
a^ ßy u und v als veränderlich betrachte und erbalte so: 



/ 



W-RW) "&^i) - 'f + "■-' ^'« + "» 



- '(a^-.i) ■"Cv;"!.-) -">'+ '(a^) "(M^-"ß 

+'(si'F^0iö)''(i;i^-l?i|)-(<'-''+^"'x*+<^*')+^- 

Setzt nan jetzt 1 — 2dPXC0s(«'f ß)-f «"'y^sB fi*, «o findet man leicht: 
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siii(y4-a + ^) ~ ^ «m(y+a+/S) "* *>*» 

Bio (<g 4" " — ^) ,^^ ■'' — mii(y — u) jcp 

sin(<p-f'^'~^) "^ »• ' 8in(y-J-« — v) "^ ~' 

sin^^J- v— u) ^^ JR — »ia(y — y) _^ yr 

also, iaJem man diese Werthe sab^tituirt, 

iL = ,(«x)'^-/(x)'';-i(r)^«-/(7)(^«-^)-,(^')(^«_i'^) 

welches aicb sogleich vcreiuracht in 

und hieraus bai man durch Integration, 

Damit nun die Formel völlig bestimmt sei, sind nur noch die ganzen Zah- 
len Ky V und h!\ und die Constante zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
betrachte ich zunächst den Diflerenzialquotieuten des Bogen» (p in Be- 
xiehung auf u: 

d(p ^^ sin V sin ja -j* ß) sin a 
dTi ~ 8in(t;+/S)sin»(M+«)Ä«' 

aus welchem hervorgeht, dafs ^ zugleich mit u wächst, sobald sinr«sin(a4'3) 
positiv i9(, dafs aber, wenn sin r sin (a-|-ß) negativ ist« der Bogen (P abnimmt, 
sobald u zunimmt, und umgekehrt, (sin a und sin (r-fi?) sind uämiich immer 
positiv^ weil a und t? + 3 nach der Voraussetzung in den Grenzen und if 
liegen.) Ferner folgt aas der Gleichung 

sin (p siu u* s in v 

Sn(^r4^«+^ sin (« + ») sin (v + ß) ' 

dafs nur dann slnC^-f^ + ß) ^^ ^^'^ kann, wenn zugleich sintp^^O ist. 
Da aber nur filr «==0, siu^ = ü ist^ so folgt, dafs sin (CP + a + ß) inner- 
halb der Grenzen « = — a und if s=: t — a niemals sein Vorzeichen än- 
dern kann. ^ + c& + ß 1>^S^ ^^^ immer in denselben Grenzen, in welchen 
a+(3 liegt, und da a + ß+Ä;r und + a + /3+\TH-*T in den Grenzen 
und T liegen, so folgt, dafs immer A. = ist. Dm nun \' zu bestimmen, 
betrachte ich die Gleichung 

— sin {(p —u)_ _ n muuaß 
sin(yHpa — v) "^ sina8in(i;4-/?)^ 
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aus weldmr lierrMgelt^ dmfii nar iwam m9(ff>+a — r}äsO werden kaoD, 

wenn zugleicb (rin((p — «) ss wird: ist dies beides der FaD, so wird offien- 

bar auch sin(a+« — r)sa Für ü = aber ist (t>+a — rssa + v — ^9 

also mössen diese beiden GrftfiMi geaMinscbaftlicb in denselben Grenzen 

liegen, in weldien a~r Hegt, und bieraas folgt, da(s dieselben unner in 

denselben Grenzen liegen nässen, wenn ff> zngleicb nut u wäcbst oder 

sinrsin(a4-|3) posiür ist. In dieseaFalle bat man daber \'sa Wenn 

aber sinr«sin(a+0) negatir ist, so sind zwei Fälle zn ontersebeiden : 

erstens, wenn a+ß >>^ ^^^ Grenzen and tr liegt nnd v in den Grenzen 

— ß nnd 0, nndzweitens« wenna+1? in den Grenzen tr und 2r liegt nnd 

r in den Grenzen nnd w-^ß. In den ersten dieser Fille li^ znnicbst 

a— «r in den Grenzen nnd r 9 denn der grftiste l^ertb desselben ist 

a+ß nnd der kleinste a; desbalb liegen aacb ^^«a-^ und a-^u-^v 

geneinsobaftlieb in den Grenzen nnd r, odw, wenn Af' ss 0« so ist anch 

V SS 0. Wenn aber, inden t$ wacbst, a+u^^v die Grenze tr Abersdireitet, 

so oberschreitet znglelcb (p^a^^v abnehnend äie Grenze 0; oder wenn 

*'«~1, so ist Vss+2, nnd In diesen FaUe ist flbeidies A^' » + 1. 

In den zweiten Falle, wo a-fß in den Grenzen sr nnd 2t I^ nnd v 

in den Grenzen nnd r — ßi ist ebenfalls a— r in den Grenzen nnd it 

entbalten, weil der grftfste WerA denselben a ist nnd der klekiste a +ß-^Xi 

desbalb liegen bier (p+a — r nnd a^u — r ebenfalls gemeinscbaftlieh in 

den Grenzen nnd sr, oder, wenn in diesen FaUe A:^ ss ist, so ist aodi 

7^' SS 0: wenn aber, indem ü abninmt, a+u — r die Grenze fibersdireitet, 

so ttberscbreitet zugleich (p+a-^p zonebmend die Grenze T, d.b. wenn 

A'8 + 1, 80 ist hier Vs_2 nnd flberdies A^'b— 1. Da die Formel 

selbst nnd die Yoranssetznngen Aber die Grrenzen der darin vorkommenden 

Quantitäten ongeandert blcaben, wenn zngleich a nnd ß, u nnd r, kf nnd kf\ 

K' nnd V mit einander yertansdit werden, so folgt, dab diese Resnltate, 

welche wir ftr die Zahl V erhalten haben, an<^ filir V^ gdten. Wir 

ordnen nun die gefondenen ChrenzbestJmmnngen in folgende fSnf Falle. 

1, Wenn *^«0 oder A^^'äQ, so ist V»OundV»0. 

«. Wenn Ar» 0, *'nn—l, ifc^»+f, so ist V» + 2, A."«0, 

9. Wenn k^^X, kfmm^l^ Ä^'as+l, so ist VsaO, V'cs— 2- 

4. Wenn AcsO, A'a+f, *"»—!, seist \<«0, V'« + 2. 

6. Wenn *«—!, *'«+!, *''«—!, seist \'=:~2, V'«0. 

K ist unter allen Bedingn^en ms a 
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Da uoa die Zahlen \, K' und ?>.^^ welche iu dem Thefle L der 
allgemeiDen fTormel vorkomnieu ^ Tollstäudig in allen einzeliieii Fällen be« 
stimmt sind, ao ist nur noch die Constanze za bestimmen, welche keine der 
Gröüien a^ ßy u, v enthält , also rein nomerisch ist. Da die in der For- 
mel vorkommenden Functiooeo niemals nnendUch werden, sobald or , ß, ii -|- o, 
ir-f-ß^ wie wir vorausgesetzt haben, in den foeozen und ir liegen^ und 
die Cootinnität nur dadurch unterbrochen wird, dafs K^ und K'^ plölizlich 
andere Wertbe bekummen: so folgt, dafs die Constante aw dann ihren 
Werth indem kann, wenn hf und V ihre Werthe ändern ; und da^ wile wir 
so eben gefunden haben, V und K*^ in fünf besonderen Fällen besondere 
Wertte haben, so folgt, dafs auch die Constante fOnf verschiedene, Jenen Fäl- 
len entsprechende Werthe haben kann, welche wir jetzt bestimmen wollen. 

In dem ersten Falle, wo A.' = und X''ssO, hat man unmiUelbar, 
indem man n =: Ü und r ss setzt, auch const. = 0. 

In dem zweiten Falle setzejuan a+n — v s T+4tc^, 0+r— ti =s -^tv, 
wodurch a + ß = si' — ^^ wird, also, wenn $a positiv <i^> Ä = 0, 
k'^=s — 1, Ar'' SS -4-1 und deshalb Va2, A.'^ = 0. Aufserdem setze man 
ties^-T+t^f r=s — ^r — IT, so wird aas2ir, ßsÄ»- — 6tr, a+iia= 
'^Tf-^iWj ß-{-rc=sfr — 7wf man nehme w unendlich klein, so wird 
(P SS — ^7t — Sil'. Substituirt man diese Wertbe in der allgemeinen FormeL 
indem man (ür L den gefundenen Ausdruck nimmt, so erhalt man, mit Be- 

rOcksichtfgung^ dafs D(aWjbw):= A (-^xy > Air ^ unendlich klein: 
j(—l) = 2>i(— i; + ^i^-^3)+^(-i)-4(/3/— ^T^+const., 

«nd da jrf(~3)-f ^/(— *)~i(/3/ = ^ir\ ^(—1) « ^, so ist auch 
in diesem zweiten Falle const. = 0. 

In ddm dritten Falle setze man, um die Constante m bestimmen, ahn- 
lieherweise «+«— r = sr+8tr, ß+rr-ii = — 4f«^, wodureh *4-ß « t+4^» 
also, wenn w positiv kleiner als^r ist, A:ss*^l, it^s.^1^ A'^as-{-l und 
dadurch \'»:0, K'' ^=^^^2 wird. Aulserdem nehme man tics ^7r + ^' ^~ 
•^^T— 11^, wodurch a = bw, ß =5 sr — 2«», ii-f ass ^ir-^lw^ r+0 » J-t — 3«is 
und, wenn w unendlich klein genommen wird, <p ss — ^ ff* -f- 5«^. Sobstitoirt 
man diese Werthe, indem man te unendlich klein nimmt, so erhält man 
^(_1) « 2^(— l) + ^(-i) + ^(— 3) — l(/37-lT^— 2T^+const. 
oder, vereinEseht, const.ss2T\ 

CMM JowMÜ d. M. Sd. ULU fift. 3. 27 
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Für den \ieHea und fünften Fall könnte man die Conatante anf 
äliuliche Weise beatiromen, wie wir ea hier für den zweiten und dritten 
Fall gethan haben« Da aber dieipe beiden Fälle aua den beiden vorigen 
herTorgehen, wenn zugleich a und ß, u und r, K^ nnd K'' mit einander rer^ 
tauaoht werden, so folgt, dafs der vierte Fall dieselbe Oonstante haben 
mufs, als der zweite, niirolich coust, z=z Q^ und der fünfte dieselbe ComaAante, 
als der dritte, nämlich const•s3»2T^ 

Die nun völlig bestimmte GrundferAel, aus weicher wir aUe übrigen 
Eigenschafieu der Function /7(u, c&) zu entwickeln gedenken, kann JetSl 
vollständig foIgenderroaa(s8u dargestellt werden» 

Wenn der Hulfswinkel (P durdi folgende Gleichung bestimmt wird: 
tane^ =s »'^'^«^^»'"(^4-^) 

und wenn die vier Gröisen a, 0, ti + a, t^ + i^) ^^^ ^^ ^^^ Grenzen 
und TT liegen, so ist: 
«6. I>(<P,a+ß) = /^(•i,a) + ^(V;ß) + i>(^— ti,a+ii -^t;; 

WO S, der von Kreisbogen abhangige Theil, folgende Werthe hat» 
1. Bas— |(ii— 1>)^ wenn ft + ii — r, oder ß+^ — **» oder beide zu- 
glaich in den Grenzen und tc liegen; 
«, B«a— i(ti — r — ^25r)^ + aTa, wenn a+^~^ i« ^^ Grenzen ^ 
nnd 2;r, ^^'^^ — ^ <^ den Grenzen — ir und €^ a-f-ß in denGren* 
zen und t liegen; 

3. As — \{u — r — 2t)^ + 2t(t — ß), wenn a+w — t^ indenGren- 
zen r und 2;r, ß + ^ — ^ ^ den Grenzen < — t und 0, a-f ß in den 
Grenzen t und 2 t sind; 

4. ff=6 — i(ii — r-+2T)*+2ßT, wenn a + »~t^ ui den Grenzen 
-^^ und 0, ß-)--t'~^ in d^n Grenzen ^ und 2t, a+ß in den 
Grenzen O-und ir sind; 

5. j^=« — i(ii— -t? + 2T)^ + 2(a-- t)t, wenn a+w — ^ w den Gren- 
zen «--^ und 0, ß-f V — ti in den Grenzen t und 2t, a+ß in den 
Grenzen t und 2 t liegen. 

Aus dieser allgemeinen Formel wollen wir nun die speeielleren und 
einfacheren EigoMchaften der Function ll(ii,a) entwickeln. Wir betraoh- 
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teo zuDäcbsl dan Fall, wo a + ^»»tr ist; for diesen vereiaigeo sich die 
beidea Fälle 2. uud 3 ; und eben bq 4« und 5. in einen einfügen, indem die 
Werthe dee von Kreisbogen abhängigen l'tieile« B einander gleich 
werden. Ferner ist für a-f-ß =^ ^^ ^ = 0, so dafis die erste Function 
ö((p, a+0) die Form 0(0, tt) oder, was dasselbe ist, Z>(0, 0) ernalt, weiche« 
wie wir oben gezeigt haben, in die einfachere Function J übergeht, und 

zwar hier in j( . ,^ — , "/^'" ^ , — r). Man hat daher, wenn überdies v in 

— V verwandelt wird, 

«nd es usit unter der Voraussetzung, dals o, u -f ^ t'^a in den Grenze 
und T liegen : 
1. ÄÄ-^^(ii4-«^)*, w«nn a + w + r in den Grenzen und r liegt; 
•. 11 = — i(i« + r— at)' + 2^a, wenn a-f n + v in den Grenzen r 

und 2t liegt; 
3. B = — i^(ti + i) + 2T/ +2*(»- — a), wenn (« +11 + 1^ in ded Gren- 
zen — Ä" und liegt. 

Eine ähnliche Formel erhält man, wenn man in der allgemeinen 
Fonnel (96) ti s 9 + ß oder 1/ ss + ß -^^ setzte für welche beide Werthe 
der dort aAgegebene erste Fall Statt hat; andi wird«* Ciir diese beiden 
Werthe (J)^v und es verschwinden deshalb die beiden Elemente der 
letzten Function />((p — ^>ß + t? — ^X welche in eine Function 4 übergeht. 
Man erhält hierdurch folgende Formel: 

t j( sin aumv \ . /*_ 8i nttStn(i;+/J) V» , ^ 

'*"^\gm/Jainft;+a+/?)/ «\ sin /?sui(i; + «+/*>/ **" ' 

und es ist unter der Voraussetzung dafs a, ß, r+j3 id den Grenzen 
und T liegen, 

1. SsB — j|.jS ; waitt f>+ot+ß in den Grenzen (X und t liegt;} 

2. Il = — J(^ — ß)^; wenn r + a + j3 in den Grenzen t und Q^r liegt. 
Setzt man in Formel (26) t? = — a — n und 1^«^ — a— ir, und bemerlU, 
dais A( — 1) SS Jt', so erhäk mau 

17» 
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und wenn a and u-j-a in den Grenzen ond t liegen^ so iat 

1. Bcs\(a — t)' — iz^j wenn u in den Grenzen ond ir liegt} 

2. Bssx^a^ — ^Tg^j wenn u in den Grenzen — t nnd liegt. 

Setzt man in Fonnel (26) rs=0^ so kann nur der erste der dort ange« 
gebenen Falle Statt haben; es ist daber 

wenn a und ii-f a in den Grenzen ond tt liegen. 

Verwandelt maa in (28) a in r — a — ti und Tertaoscht in For^ 
mel (29) a und tf, so erhalt man dnreh Soblraetion dieser beiden Glei* 
chnngen und durch Addition der unveränderten Formel (29) : 

und wenn a und u^a in den Grenzen und r liegen, so ist 

1. 19 SB — an -f* i^^ wenn u in den Grenzen und tr liegt; 

2. jBsss — (a — T)«f + i^^ wenn u in den Grenzen — tr und liegt 

Subtrahirt man die Formeb (30) und (29) von emander nnd Tertauadit 
alsdann a und n, so erfa&lt nlan 

und wenn a und ü+a io den Grenzen und r liegen, so ist 

1. II«BB-— an — ^a^4'i^\ wenn u in den Grenzen und r liq^; 

2. Bfis~(a— tr)«— ^^— + i«*, wenn n in den Grenzen — tr 
und liegt. 

Verbindet man eben so die Gleichungen (28) und (80) mit einander, so 
erhält man 

und wenn a und u^a in den Grenzen und ir liegen, so ist 

i. B SS — au — "! ■ +igr\ weunti in den Grenzen und t liegt ; 

2. Bss — (a— t)« ~ >?^r^!!)! + Jä^, wenn « in den Grenzen — tr und 

liegt. 

Diese ffinf Formeln (28 bis 32). von welchen sich bei fit// zwei 
finden, aber ohne genaue Bestimmung der Grenzen iur die Kreisbogen, 
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sind die einfachsteo , weldie fiberhaopt Statt haben, indem durch sie die 
SofflBie oder Differenz zweier Functionen D darch Logarithmen nnd Kreis- 
bogen ausgedruckt wird. Sie entsprechen aach genau den oben fiDr die 
Fmictioo A (x) gefundenen fünf einfachen Gleichungen, und sie können aus 
diesen eben so abgeleitet werden^ wie wir die allgemeine Fonnel (26) aus 
der entsqpredienden Formel (3) abgeleitet haben. 

Von vorzüglichem Nutzen für die Theorie der Function l^(«,a) ist 
besonders die Fonnel (80), weil man durch diesdlbe alle Veränderungen, 
welche mM mit dem einen der beiden Elemente vorgenommen hat, auf das 
andere Element flbertragen kann. 

Wnr wollen diese einfachen Formeln zunächst wieder dazu benutzen, 
einige specielle Werthe der Function D (n, a) zu finden, welche sich durch 
Logarithmen nnd Kreisbogen ausdracken lassen. Setzt man in (98) 
a:= — 2t$j so erhalt man 

1^(1^—2«) CS ti^ — i^v^y wenn u In den Grenzen und ^r liegt; 

D(ttp^^2u)sB (11— ;r)*— .^jr', wenn u in den Grenzen ^r and ir liegt; 
welche bdde in folgende zusammengefaüst werden können: 
89. il(«, —2«) SS a^— y^^ wenn a in den Grenzen — ^ir und +is' l^^g^ 
Seist man in Formel (f9) u ss t — 2a, so erhili man 

M« D{ — 2a, a) ss |(tr — 2a)', wenn a in den Grenzen und r liegt« 
Wird endlich in Formel (80) ti ss a gesetzt, so erhalt man : 

l^(a, a) ss: ^(/2 cosa)^ — iA'+lV^^ ^^^ui a in den Grenzen und ^r und 

I)(a,a)ss^(/2cosa)' — — -i^ + IV^^ "^^^^ ^ in den Grenzen ^r und 
Tlieglti 
welche beide in folgende zusammengefiüEst werden können: 

86. />(a,a)ss^ff2cosa)*— |a' + iV^9 vrenn a in den Grenzen — |t 

bis «f |;r liegt. 

Die Formeln, welche nun in Beziehung auf Einfachheit zunächst 
fdgen, sind diejenigen, in welchen die Summe oder Differenz zweier Func- 
tioneu D (u, a) durch Loganthmeti und Kreisbogen und durch die einfachere 
Function A(x) ausgedrdckt wird. Da aber die Anzahl dieser Formeln auber- 
ordentlich grofs ist, so werden wir uns hier darauf beschrinken, einige der 
einochsten herzuleiten. 

Wird m Formel (86) v^u gesetzt, so ist 
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aod weaa a und ii-f-o& iü den Grenzen und t liegen, so \%i 
t. Bszu^^ wenn (t^2u In den Grenaen und t liegt) 

2. 0s=3(ii--»T)^*^a^, wenn a-f ^'^ üi den GrenEeoTT und '^ liegt; 

3. B » (i# + »•)* + (»*- ^y^r 5 wenn a -|- 2ii in den Grenzet) — ♦ 
und liegt. 

Wird ferner in Formel (8«) u+i?=tO, ti-fr «== ;t und u-^tts:---7r 
gesetzt, so erhält man: 

und es ist, wenn a und ii^^ 1^ ^^^ Grenzen und r liegen, 
1. BsxO, wenn 0& — u in den Grenzen und if üegt; 
t. Aass-^ar+i^? wenn m—ii in den Grenzen --ar und liegt; 
8. B =» — (T-^a)T + i^r*, wenu a — ti in den Grenzen r und 2fr liegt. 

Man kann i^ns diesen Formeln eine sehr großie Anaabl ahnlidiar 
ableiten, indem man die darin vorkommeollen Functionen D mit Hiiife der 
fünf einfachen Gleichungen (S8) bis (SS) yerwandeii, wobei man fM|>letcb 
wo es zur Vereinfachung zweckmafsig ist; die Futactton J mit im'wundeln 
kann. Eine merkMpArdlge Verwandlung dieser Art erhalt maUf wenn man 
die Function J9(ii,-^a— 2ii) der Formel (36) naob Formel {i9) umtormt, 
nämlich : 

und wenn a und ol + u in den Grenzen nnd tt liegen, so ist 
1. Bffs^ti^ wenn a-f 2if in den Grenzen und t li^t; 
i. B^ssz\(ir — uf — To, wenn a + 2n in den Grenzen tt und ?^ liegt r 
3. B = ^(;r+w)*' — TfT — 'a)y wenn a+ Jv in den Grrenzen ^tmd ISögl. 

Vertauscht man in dieser Formel u und a, und verwandelt die beiden 
Functionen 19 (a, u) und J9(a, ii-f-a) nach Formel (30) und die Function 

"^( ak^r'Vgy "^^^ Formel (5). ae erhalt man > nach den gehörigen fitjr 
ductionen, weiche der logarHhmisobe TheH zntftfst: 

und wenn a und ff-|*a in den Grenzen und t liegen, so Ut 
1. Bä^ä^ — iV^% wenn w+2a in den Grenzen und t liegt; 

«. B«^^^— .^ijr% w^nn n f 3« in den Gteozea * und 9ir liegt. 
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Die beiden Fornein (38) und (89) können leicht so verallgemeinert werden, 
dafs in der einen die Differenz D(Uya)-^D(u,a^nu) nnd in der andern 
D(%a) — Diu-^nafO) durch die Function A^ durch Logarithmen und 
Kreisbogen ausgedrückt werden. Verwandelt man nämlich in (38) nach 
einander a, in a-^-n. a+2ti, a4*3fi, ••.. a-f-fii— l)ti und addirt alle diese 
Gleiobungen, so erhält »an 

40. />(«, a)~'D(u^a + nu) 

nnd wenn a und u beide in den Grenzen und r liegen und a-hC^' + l)!^ 
in den Grenzen Kt und (^+1)^^ wo A. eine positive ganze Zahl ist. so ist 

K Äc= --| ^- , wenn a-ft^ in den Grenzen und t, nnd a-f^nti 

in den Grenzen K^ nnd (^-f-l)T liegt: 
2, Ä = -A- (a + ^ w) r -|- -K^ > wenn a + ^ in den Grenzen und r^ 

und oL^nu in den Grenzen (\ — 1)t nnd \t liegt; 
S, Äas: *!^ + ^^ — ^ —9—^ wenn «4-^ in den Grenzen «• und 2t, 

und a-f-nt/ in den Grenzen A.T und (K-\-i)'r liegt; 
4. i? ä: "I »1«^ 4- i^"^^^- , wenn ol^u in den Grenzen t und '^t, 

and a + ^ti in den Grenzen (K — 1)t nnd Kt liegt. 

Verfahrt man eben so mit Gleichung (39), 90 erhält mau 

41. D{u, a) — iJ(ti + iia, a) 

^^ / -?»iB(ii + (fc-t)a)siii(«-f Cfc+ t)a)\ ,^. /.8io(ii + (>Hhj)«JV 

wenn a und ti-f C6 in den Grenzen und %r liegen und n^(n'\'t)a ia 
den Grenzen \:t und {K+l)r. 

Diese beiden Formeln (40) und (41) gewähren viele sehr interea» 
sanie FoJgesoiigen. Setzt man in der ersteren a se= 0^ so erhält man 

uad 09 ist, wenn u in den Grenzen und t liegt und (n-{-l)u in den 
Grenzen Kt «od (\+I)t: 
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1. B = — ^^ + ~ + ^j wenn nu in den Grensen Äjr und (\+ l)r und 

«. B = — ~- + nti?r 5" + x> ^®°^ *^ ^"^ den Grenxen (A.— t)T 

und T^sr liegt. 
Eben so giebt Formel (41), wenn man in derselben ussO setzt, 

43. ö(i.a,a) - - ii»^(ri»L(LT^);L?l!L(H^ 

T-2 12 A.ttTi 2~ , 

wenn a in den Grenzen und r und (ii-|-l)a in den Grenzen Xt and 
(K+i)7r liegt. 

Nach diesen beiden Formeln (42) und (43) kann man jede Function 
Z>(ff,a), in welcher das erste Element ein Vielfaches des zweiten, oder 
das zweite Element ein Vielfaches des ersten ist, durch die einfachere 
Function A und Kreisbogen und Logarithmen ausdrucken. Dieses Resul- 
tat aber ist mir ein specieller Fall weit allgemeinerer Resnliate, welche 
Wir alsbald entwickeln werden. Für jetzt wollen wir aus diesen Formeln 
noch einige interessante, die Fnnotion J{x) betreffende Resultate ziehen. 
Nimmt man in (40) d^&x.u und nimmt sodaun n unendlidi klein, so er- 
halt man 

* 

wenn 1+x positiv ist. Man kann derselben auch folgende Gestalt geben : 

45. ^(— l_jc) — ^(— n— l—jt) 

= i2».i(-(x+*)^)-.S*/(* + Ä)i(iP + *+l)~?^. 
Nimmt man jr ss und verwandelt u^( — A:^) nadi Formel (1), so erhalt man 

46. S, ./(*) = 2j/A:/(* + l)+ (^l^^. 

Diese Formd hat dazu gedient die Richtigkeit der oben berechneten 
Werthe der Function J(x) zu prfifen. Uebri^eus kann man diese Formelu 
auch aus den oben gefundenen ein&chen Formeln fiir die Function ji(x) 
leicht zusammensetzen. Zwei neue aligemeine Formeln Ihr dBese Fancnon, 
welche in denen des zweiten Paragraphen nicht entbaiteo sind« .erhilt ohui 



mn 



aber aus (40) und (41), wenn man in jener u ss — ond in dieser « =s^ 
setzt, wo m eine ganze positive Zahl vorstellt^ welche kleiner Als n wfai 
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9Mß Dm jedodi die beidea Farnelo nicht weaentiicii tob eiojuider vei^ 
nAieden aiodt indm die eine aus der aadeni eich leicht aUe^en lifiit^ eo 
weBen wir nwt die erste dersdbee hier rafateOen^ nemlich: 



„, %4^;l^^ , i:|,^^±ii|3"+ ,;üL=sa^f 



'1**(-+y 



*(•+*==) 



Nlnnt BMI hieriB ns}, mas i, m ediiU bui die bekaante Wttma (f) 
t. •* Nimt IHM aNr für « «ad m irgend aadere keaUamie Werlbe, m 
«Mit Mia eiae oaeodlidie Aasahl neuer Fonieb; x. BL ftr f» ss 3, 

flisal erililt BHU> 

^- ^ (üsr* J "i" ^ (43575 +7«)) + ^(4«a«(i+i«)) 

- ('si^,)'+ ('^$^"+ 0^4i*=)"+ »'■• 

S.6. 

Wir kehren nun znr Theorie der Function /^(ti^a) soröck; nnd 
swir wellen wir jetzt eine merkwfirdige Art von Formeb in Betracht 
sidien, in denen drei Functionen D vorkommen , deren b weile Elemente, 
oder deren ernte Elemente unter einander gleich sind, nnd weldke drei von 
einander nnabhangige Quantitäten enthalten« Zn diesem Zwecke nehme 
ioii die Formel (M)^ in welcher ieh die drei verschiedenen Fälle i wo 
der von Kreishogen abhangige Theil andere Werthe hat, Cdg^ndermaalsen 
vereinige: 

B «= — iCtt + r + Str)"— 2*ra+*(*+l)«*f 

wenn o, u+ol, r + a und a+tr+v+^^ indenGrennnO nnd r liegen* 
Ich verwandle jetnt r in — -2a— ti~9— (ifc— l)r nnd erhalte ne 

wo Ä'ss-.i(2o+i»— (*+l)r)'— 2*ra+*(*+l)T', 

wenn a, ti+a, v-f-a und a-^-u-^-v-^kx in denGreasen oad r liefW. 

Vertaaadif nan in dieaer Gleidinng « oad r, wodorch ^ ia B" 
flbergehea soll, nnd addirt dieee bei den Gleichnngen, «aMit der aaveiio- 

CtOUt iMMMd i. H. Bd.XXI. Oft. S. 18 
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derten Gleichung (86X so eiiiält man 

J f — Bmt<>fnv \ , , /j— »in u »in (2 «+«+ 1;) \ \ a( — »in t; si n (2« -f»!!-!- !;) \ 
Wn (tt+a) sin iv^o)f * ' Vbiu (u'-f-tt) sin (o-f-tt+i;)/ "^ ^sin (i;-|*trj sm (a-f'irf'i»}/ 

= 2jD(t^,a)+2l>(i?,a) +2J9(— 2a— w— i?,a) +X>fii,a+t?) +/>(ti,— a -ir— r) 

wenn ayV-^^Uy v^a und a 4"^ ^v^kir in dea Gtenzen Qliiid r liegen. 
Die letzten 6 Functioneu {>» «anunt den drei bgaritbmiachen Tbeilen« hch» 
ben sich vermöge der Formel ( 99 ) Tollirtaadig auf ( denn nach dieitor 
Formel ist 

wenn a..r »+a> f+t^ Qd<I a + «-f-<'+A'r in den GrengM» and;!' li^eiik 
Snbstitnirt man diese WerUie ond setzt der Känse we^^en. 

sin« ^^ sinv ^. sui(2a + »+v) 

8Ui(ii+5) ^^ 8ln(t;+a; ^^ 8in(a + tt+v} ™ ^> 

SO erhiilt man 

wo C der von Kreisbogen abhängige Theil ist, welcher folgende einfache 
Form annimmt: 

0= — 2a^-^f^— 2(A— l)a•a + *(A:+l)Jr^ 
weqn o, n+a, r +a und a+<« + t> + *T in den Grenzen und r li^eBs 

Eine Formel , welche dieser ähnlich aber minder einfach ist, bat 
IB0 ii» «einer zweiten Abhandlung bewiesen, und hat auf dieselbe ein Vor« 
fahren gegründet, welches mit der Addition, Subtractioo, MnltipUcation und 
Division der elliptischen Integrale einige Aehnlichkeit hat Hierzu ist je* 
doch eine andere Formel besser geeignet, welche wir sogleich aus dieser 
ableiten werden. Setzt man r ss 0, so erhält man aus Formel (49) 

vrenn a in den Grenzen ond ;r Lejgt. Verwandelt man liieriBif iftw+r, 
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80|^eidi> wwia buui in Formel (50) ascb einander vsssii, 2«, 3«, .... 
(n— 1)« aebU und die so erhaltenen Gieichungen sanmirt, nemliek 

53. nD(Uy a) 
l>(nii,a) — 2^(^11,«,«)— TC«, 2 m, ft)— .... — T(«,(ii— l)«,a). 

Selzt OMH hierin — statt », so hat man zugleich die allfeneine fonMl 
f&r die Division : 

Seist man hierin wieder m« statt u vnd v«rwaadelt />(mif,a) nach Vor- 
mel (53) in mD («,«), so erhält «an 

55. ^ll(t«,a)» 

— i(l'(ii,ii,o>+ T(ii,2ii,«) + ....+ r(«ii(»-l)Ha)), 

weldw Fonnel die UnttipÜeotion «nd DtTÜien dieser l*nnction zngleiek 
enthik. Wir Ahergdben hier, an diese Abhandhing nicht na weit amn»» 
diohaen, dto interassanten bBaOndwen Wtikb, welehe in diesen Fonneb eat-> 
halten aitd» und wollen aar einige allgeaidae Folferungen aas dea s e lh e a 
»eben. Nimmt wum in Formel (55) ««r, so vecsehwkdet D.(ir, a\ waä 

man iMt die Faaotion D(~,a), aasgedrtekt darek die Fanetioaea A, 

Naoli F#nn«l (90) kann man femer diese Fnaotifln in i^(«»^) verwaa» 

Mb, so dtib «hoB atwohl D(a,~) dareh die Vaaotiöii A awfedraekt 

wetden kann. Saint auw fisraer in Formel (55) w«B>a, so ist, wie wir 
ölen gefindaa haben, I^(a)a)EB^(l2oosa)*— ^a^+iV«^: buu> wkSU d»> 

her P(— , a), aosgedrttekt durch die ein&chere Function jL Waht mtm 

diese Besakate gwiammen, ao z^t sieh, dafir die Fanction D(u, a) sieh 
in ein Aggregat mehref ria&dwr Pnnotioaai A(x) zeri^en lifiit, wenn 
eines der beiden Elemente ein rafloaales Tarhikaifii zur Zahl r hat, oder 
wean beide Bbmento ein ratioaales VerhiltBib za eiaander haben. Der 
Theil 2!(«,a,a}, weleher yier Fanetioaea J eatfailt, kaan nach den 8* 9« 
gefiindanen Fonnaln in waanigfacihe fonaea gebiaeht werdea: naawntlieh 
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köiutt die vier FooctioBen J^ welche er enthält, atlenuü auf drei reducirt 
werdra. Wir Abergebeo aber der Kärze wegen diese Uniformnngen. 

Sn der allgemeinen Formel (50) , anf weldie sich die Addition, 
SaMraeÜMt Multiplicatioa nnd Divirnon der Function />(«, a) grunzet, 
giebi ei Mdi eine andere, entsprechende, in welcher die drei Functionen 
dmmefte tnie Kbment haben, nnd vermöge weUdier man dieselben Ver- 
indemagen, wdiAe hier mit dem ersten Blemente vorgenommen worden 
aiad, aueh in Beaiebmig anf das zweite Element awf&hren kann. Diese 
eslspreehende Formel findet maa so^eicb durch Anwendung der Formel (SO). 
Yerwaadelt man nindkdi alle drei Functionen J9(ii + r,a), D(Uja) und 
D(9,a) nach dieser Formel, und die vier Functionen A nach Formel (6)^ 
und verwandelt sodann die Buchstaben a in m, n in a, e in 0, so erhalt 
man, nadh gehöriger Yereinfachung, wenn der RürKO halber gesetst wird 

woC> der vonKraisbogen abhing^eTheü, unter der VoraussetRung, dafsou 0, 
n-forH? in den Greaien und r liegen, folgende acht verschiedene Werthe hM : 

L Wenn a+0 in den Grensen und ;r liegt. 
1« CasO, wenn n+a in den Grenten und r, ü+ß ^^ ^ Gren* 

sen und r ist. 
S. Cara, wenn tr-f a in den Grenzen — r und 0, tr+ß in den 

Granxen und r liegt 
3. CcBsrß, wenn tr + a im den Grenzen und jr, ti+ß ^ deuGren- 

Ben ^ar und liegt 
i. Cos — r(r — a — jS)> wenn «-»- a in den Grenzen — rund 0, «r+ß 

vn den Grenuen — r und ist 

IL Wenn a+ß in den Grenzen r und 3r liegt 
1, CcsO, wenn u-^a in den Grenzen — t und 0, v+ß in den Gren- 
zen — sr und liegt 

Ca9r(r — a), wenn ir-f a in den Grenzen und fr, t^+ß ie den 
Grenzen — r und liegt. 

Cwsr{w — ß), wenn ii + a in den Grenzen — w und 0, r + ß iQ 
den Grenzen und r liegt 



214 12. Kummer f über wiederholte Integrationen rationaler Form^riß 

4. Css — ;r(a-f ß — ^)$ wenn u-^tt in den Grensßfl und r» v^ß 
in den Grenzen and r liegt« 
Yennittekt dieser Fonnel^ welobe, in sehr; eomplicirier Form ubd oline ge* 
naoe Bestimmung des voa Kreisbogen abhängigen Thefles, sich eben&lk 
in EBIF9 Abhandlung findet, kann man jede beliebige Anzahl von Funcüo» 
nen D^ dere^ erstie Elemente alle gleich sind, so suiiimire)9, daCsf sie duroh 
eine solche Function ausgedrückt werden; mit Hinzufugnng eines von der 
einfachen Transcendente J(x) abhängigen Theiles; «ider nfaa kann 

durch eine einzige Function D und mehrere Puiietioueu J ausdrOcken« 

Ferner kann man die Function D(u^^^j durch die Function 2>(tr, a) and 

durch Functionen A ausdrucken. Eine nähere Entwickelung dieser Ope- 
rationen aber, welche aufserordentlich leicht und einfach sind, übergehen wir. 
Man kann auch die hier gefundenen Resultate benutzen, um daraus 
neue Eigenschaften der einfachen Function ji(x) abzuleiten^ Um hiervon 
ein Beispiel zu geben, wollen wir in der Formel (51) 11 und v vertanscben 
und sie dann von dieser abziehen, dies giebt: 

T(u^v+Wy a) + (r, u^, a) s=s T(r, u +4r, a) + Titf^w^ a). 
Diese Gleiehung, gehörig entwickelt und vereinfacht, giebt eine iieue For- 
mel für die Function J^ welche zwölf dieser Transcendenteii enthalt, aber 
allgemeiner ist als die in S. 2. gefundenen, da sie vier voni einander un- 
abhängige Gröisen «, r, ti' und a enthält, während die oben entwickelten 
Formein nur zwei unabhängige Gröüisen enthalten. 

8. 7. 

Nachdem wir nun die Formeln aufgestellt haben, welche die ein- 
fachsten Eigenschaften der Function D(Uj a) ausdrucken, wollen wir noch 
die einfachsten Reihen -filntwickelungen angeben, welche zur numerischen 
Berechnung dieser Function dienen. 

Setzen wir, wie wir 3chon oben thaten, 

.,i j sinn Alna 

1 — x€f" Ä re '" oder x = . , . -r» ^ = 



8iu(i4+a)' 8m(fi-|-i»)' 

r' = 1 — 2cosa + jF% tangti sä ^^^^B^—^ 

SO giebt die theilweise Integration: 



13. Kummer, übet IffMterhöäe IniegtaHanen ratiomikt Formeln* f:|5 

ond wemi statt /r »-(/(l— ^^cosa + j^) die bekaiuite Reihen« BotwiddQiig 
genemmen imd fntegrfrt wird, 

57. D(tt, a) za lxlr'\r {- p- H g«-"" "1 tf^ h • • • •) • 

in den Grenzen ti^=s — |a bi« ti ss ^(t — a), wenn a in den Grenzen 
und IT liegt 

Verwandelt man u in r — tr — a, wodurdr or in — flbergeht, nnd 
JRmnf sodaBB 2l(*-»~^o; nadi Formd (t6) tn />(«!, a) nn, se erhalt man 

und wenn a in den Grenzen nnd r liegt, iift 

B CS fo? — |t% von ü SS — a bia ti == — j^a. 

B = f(a — ^)»— ^^, von « s= i(ir-— a) bi^ u = t— «:. 
Vertauaebt man in diesen beiden Reiben^ Entwickelnugen u und a, wodurch 
jT in r fibergebt 9 und verwaudeit al«dann wieder die Function D((ij u) 
nach Formel (30) in O («, a), so erhaU man 

5«. iJ(ii,a) = B~(^-j^+ — j5 1 p-^ +....J. 

Wenn a in den Grenzen und ^t liegt , so ist 

I. As: — ati + iT^ in den Grenzen n=iO bis tiaaT — 2a/ 

wenn aber a in den Grenzen iir und ;r liegt, so ist 
f. JB « — (a — t) h + i^r* In den Grenzen u = — (2a~5r; bis « = 0. 

Man erbatf iSr 

1. B s= — au — i?-"^^ -f- 1^, wenn a in den Grenzen und ^t and 

ti4*^ >i^ ^en Grenzen r — a und r liegt; oder wenn a in den 
Grenzen ^t bis r, und u + a In den Grenzen a und t ist; 

9. Bsaz^ (a — ;r) u-^ ^^^^- + i^y wenn a in den Grenzen und 

^ir und tf + a in den Grenzen und a, oder wenn a in den Grenr- 
zen |t und t, und ti + a in den Grenzen und tt — a lii^t. 

Setzt man in (59) und (58) Tf^a — u statt a^ wodurch ar in ~ übergeht 

und verwandelt ZI (tr^—-a — u) nach Formel (S9) in D(u,a\ so erhall man:. 

61. D(u,a) s 

14* . 1^ .^ x//*.^» 4.^*^^^**+") Jg»co$2 (a+tt) g»cos3(«4-ii) \ 
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weu a m den Grensen Qnd ^r ISegjk wd ir+a n dea BnaaMk ud 
2a; oder wmb a in den Grenzen ^t ud r Hegt md ii-f a in den Gren-» 
sen 2 a— r bin r. Femer fnr 

i»(.^ .) = j» + K'-M'^^*^ - ^^ + ^^^=53*^— •) . 

U Bss — air— ^fa^+i)!^, wenn a ia den Greuea nd ^r nnd 
fi-f a in den Gfennen 3a nnd $r liegt} 

2. B = _(a~r) «»^^-^^^=^ + i>^9 wenn ain denGrenneiiiir nnd 

r^ nnd n+a in den Grennitn nnd 2a-^9 VßgjL 
Die hier gegebenen neehn Beiben -fintwidLefauHt^, Ton weUen nnui fi^ 
jeden beeonderen Fall die «n besten eonvergirende nnr Bereehnnng wiUen 
kenn, leieben nr Beredknnng der Fnnetion jP(t^a) ToDsttn^g 



Nncbdem wir nnn die Gmndftwnieln der Fnnetion il(«^a) entwiekeit 
bnben^ wMden war nnn zn einer ibnliehen Bdmndnng den nndU f n kig»- 
fitbnunoben Intogmin der xwetten Ordnnng 

Die BigenflN^inften dieser Fnnetion sind grofiwntheiln denen der Fnnctien 
D(s,a) «ebr äbnlieb, nnd Innwn sich gnnn nneb denselben Metboden ent- 
wickeln. Im Gnnnen ist jedoeb die Tbeorie der Fnnetion E(w,a) bei 
weitem einfncber} wddies sebon dnnns bervorgebt, dnfii m sieb dnreb 
andere Fnnctionen dersdUben Art nnndrMken lA&it^ in wdeben des Ele- 
ment X den bestimmton Wertb a? a -» t bnt) wekte nkm nnr Toa ebem 
einzigen Elemente nbbing^ mnd. Andi dn&reb wird die Behandinng die- 
ser Fnnetion leiebiier nnd nngenebmer, dnfii in den Formeln kdne Kreis- 
bq^ Torkommen, die filr die Fnnetion Dlx^a) so yiele Weidnnftigk^ten 
Temrsneben. Femer wurd diese Fnnetion in keinem FnDe nnenAiiA grofii, 
sondern bleibt immer eontbnirlidli , selbst wenn w nnendlieb grolb wM^ 
so dnfis nneb die Distioctionen der versebiedenen Intenmile, innerbnib deren 
die Contiooitat Statt hat, bier wegfiülen. Scbon biemm kann man erkennen, 
dafii in den Formdi» aucb keine Logaritbmen vorkommen werden; denn 
diese wurden ßr bestimsrte Wertbe der Tnrinbeln nnoidlieb werden { wet- 
ebes der Natur der Fnnetion B{s,a) nnwider ist. Ans der Deinition fol- 
gM nnnidmt wieder folgende E^iensebnllen: 
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l?(«*±»+2*«-) SB ±E(»,a)% »(*,±a+(2*+l)T) =» ±Ä(— «■,«); 

oder, wenn x « ;^^V) 8®«**^ "»'* ^ CuK^«) ' ") !^'°^*** ^"™'* ^^*** *^ 
besdehnet wird, wie wir aduHi obeo gedum habeo, 

i^ (— «^— a) 8 — £(ti, a)i £(«, 0) CS a 

Ferner ist du voUattodige DüTereoual der Faoction E{it,a) 

odw, wwn * = ü=^;^j g«»tet wird. 

Nach dieaen Vorbereftongeii köonen wir ooo, geaau deoaelbea Gaog 
yerfirffrad, welchen wir Ibr die BntwiokelBng der Bigenachaften der 
Fanetioo 1I(jp, a) gew&hJt baboa, zoDicbat wieder x ia — s^^ a in na 
vorwandela und das Integral E( — j^^ na) in seine einfiM^ben Beataadtheile 
cerlegen. Uierdurcb wird 

E(^s^,na) ^-nj iTLa^ceBna-y^^^ > 
und da aioh die rationale Fnnction unter dem Integraiion«i2eicben bekannt- 
lich folgendennaafiien in Partialbräche verlegen läüti 

Ml« »t-i »in(a + J 

nx^-igtowa ^^^ n* V ^11/ 

io erhilt man durah Auafuhrnng der Integration det einzelnen Tbeile 
ioglekb 

%%. E(r^x\ na) •» ii2B|JB(— ar, a+— ). 
Verwandelt man a in a + ^ t so erb&Ii man daraus 

a 

Setet aum ferner in dem Iniegrale £(«, a), — «tatt ar, «o IMM dsaseUbe 

X 

▼ött^ ongeäodert; worans die einfache Farmel henrorgeht 

•4. E(~, «) SS E(Xf a). 

Cmiv'ilonMld. M. MXXLBftS. t9 
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Dies sind diejenigen Eigeosclmftea Aer ¥uBeAmm E (xj a)j welehe sich 
unter dieser Fenn am eiu&chsten darstellen lassen. Für die Kntwidfiehing 
der übrigen werden wir von der Form E (u^ a) Gebrauch machen und 
auch hier dieselben Methoden wie oben för die Function D{u^ a) an* 
wenden. Wir setzen deshalb auch hier in der fiDir die Function A{x) ge* 
fnndenen allgemeinen Formel (8) xe^' stM x und y^ statt y^ 1 — x^^ 
ssre""^ und 1 — ye^'^^e'^ und serlegen die ima^^nären Functionen M m 
ihre realen und imaginiren Theile, von welchen wir hier nur die lefaiMreii 
in Betracht ziehen und weiche 

E{^xy, a + ß) 

5= JB(— X, a) + £(— y, ß) + jB(^, a+ir— r) + JP{^,ß+r— ii)+L 

geben, wo h wieder der von Logarithmen und Kreisbogen abhängige Theil 
ist, oder vielmehr der Theil der Formel, weicher Logarithmen und Kreis- 
bogen enthalten kann, von welchem wir aber sogleich zeigen werden, dafs 
er weder die einen, auch die anderen enthalt. Wird jetsi wieder der U Alfe» 
Winkel (P angefahrt, welcher durch die Gleiciittiig 

*^ sin (k + a) 8111 fi; '^ß) — siD II sin V cos (« -j-?; 

bestiflunt iat, so Imt man, eben so wie oben, 

— swiy sint^ ^_^ sinr ^ 

^^ ~ wnÖHF«T^' ^ ~ sin(i<4-a>i -^ "" siB(i;+^;' 

ac£ — — sm(y — u) . y ,,^ — 8m(y-^t;) 

r "^ sin (y -|- « _ ti) ' ^q "^ siii(9 4"i^"* **)* 

und wenn man diese Wertlie subsütuirt und von der eiufochereu Art der 
Bezeichnung Gebrauch macht, 

Eid;^, a+ß) = 

e(tc,a) 4- Ä(r,ß) + E{(p~u, a^+u — v) + E((f)—v, ß-j-r— «) + L. 

Um nun £/ zu bestimmen, werden wir diese Forme! differenziiren, wobei 
die Grenzen, innerhalb deren o, t#^ 0, v liegen, voilkommen gleicbgfiltig 
sind , da das DiflTerenzial von E (u, a) keine Kreisbogen enthält Ferner 
wurde es biet auch ganz überfläsfiig sein, in Beziehung auf alle vier un- 
abhängige Yariabelu zugleich, die DiflTerenzial ion auszufahren, wie wir es 
oben fiir die Function l>(ii, a) gethan haben; denn es reicht hier vollstän- 
dig liin, nur eine dieser 6röfsen> als weldie ich u nehme, als v^randerliob 
zu l»etrachten. Wird die Diflferenziatioii in Beziehuug auf u ausgeführt^ 
so erhält man 
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Die Olieder dieser Gleichaog, welclie tf(P eBtbalteD. verscäwindefi für sieb, 
und eben h-o die Glider, welche du eof halten; es 1)Ieibt -diso aar i/LsxQ, 
oder ed^ ist L von ii unalbbäugig. Hieraus^ folgt /.ugleich, dafis £^ auch 
y6h V iraabhängig sein mofs: ^euo man kann in der obigen Formel u und v 
mit einander vertaiuscheB^ wenn zugteidi U und vertauscht werden, ohne 
dafs dieM Formel äiich ändert. Da also L von u und von v unabhängig 
ist so setze ich usszO und r = 0, woduicli zugleich (p = wird, und 
da ditm alle Glieder der Formel verschwinden, so \»\ LaO, und diese 
Bestimmung der Constaute mufs fDir alle belicfbigen Werlhe der Variabein 
j;eFteii, wi»il unter keiner Bedingung in der Formel eine Diacontinuitäc 
Stau findet Es ist alao 

— E(fi. OL) + Ein, 0) + E{(P^H, C& + u^v)^E ^—r, ß^n—v) 

. tf^ — ^ a müs mt;bm(a4*/^) 

WMU tangip — . sm(u4-a)8m{T47)— VmuÄuv"^^ 

Aus ütner alfi^emtinen Formel leiteu wir nun wieder die speoidlern For- 
meld her Setzt man a -4- ß ^=^ 0, wodurch (P = 0, &fo erhält man 

M. JB(«, a) + E(^u. a + ö +c) a J5(t^ a) +* Ä(— r, « + v+ r) ;, 
aetstt man aber u =:s /3 + ^t wodurch (p = r, so erhält man 

«7. Eiv, a 4- jS) = E(v + ß, d) + JB(r, 3) + JEC—ß, a + ß}. 
Diese beiden Formeln eo4£rprechen den für die l^'unction Z>(ii,a) gefunde- 
nen Formeln (26) und (27). Aus ihnen erhält man leicht auch die den fütiP 
ein&chen Gleichungen (S8) bis (32) entsprechenden Ausdrucke: 

68. E(u,a) = ß(~ii— a,a), 

69. JB(ii,a) = Efu.'^u—a). 

70. JB(ii,a) = E(a,u), 

71. E{u,a) = E{a, — h ~a), 
7«. B(ti,a) = iS(— II — c*,fi> 

Oie erste dieser fünf Formeln erhält man aus (66)^ wenn man 
vssL^^a-^u nimmt ^ die zweite, wenn man r =z nimmt ; und die äbrigen 
drei entstehen ans der Verbindung der beiden ersten. Die merkwnrdigste 
dieser Formeln isi die dritte, welche zeigt, da£s man die beiden Elemente 
der Fuaction E (n, a) unter einander vertauschen kann. Diese Eigenschaft 

29* 
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kaoB mall aber Mch Mf^ich an dam obea gegebenen TalhWndJgen Dit- 
ferensiale der Vnnotion E (m, a) erkennen. Zn den fibr^p» Forrndn fitr 
die Fanetion D(M,a), namentlieh zu d»en den 8* <*f nuf welehen die 
Addition, Snbtraetion, MnltipUeation and IHHrfon dieeer Fnaetian berabet, 
giebt es keine entapredienden Fonaeln filr die Faaotion E{^a)* Da* 
filr bat aber diese FnnetkMi dne e%enlbämttcbe Formel^ wdMie mehr len 
$M> ab alle jene nnaanunen» Man erbalt dieeelbe indem man in (CS) nefaU: 

M»^, «S8^, wodnreh ^s !i=l^ 



2 

E{i:z^, a+ß) 

- «(5^, «)+äCt^, p)+«!(-/,ü±^+«(:^,i^. 

Da aber nach Gleicbung (6») und (71) iV(~|f^!4^+l^(=y^»^|^ 

sss — 2Jff(iß,^a)9 aobatman, wenn man a in 2a nndß in SnyerwandeM*, 

78. 2E(M,a) 

• JB(fr— «,2a) + Ä(fr~ß,2ß)~JRr(ijr--«— ß,2a+2ß). 
Dieae Formel ist wesentlidi dieselbe» welche wir schon xo Bnde des 8* 1* 
gegeben haben; sie Mjgi n&mlich die 2^1egiing der Ton nwei Blemeniea 
abh&ngigen Function in Functionen derselben Art, wdche nur von ebem 

Elemente abhingig sind. Die Function B(^^^j a) ist nämlich dieselbe!, 

wddhe nach der andern Art der Bezeidmung dargestellt wird als E (r^ifa\ 
und da sie nur von einem Elemente abhängig ist, so weiten whr sie b dem 
Folgenden einlach durch E^(a) beseichnen, so data 

*W"-y 1^2xco6a+x«* 

Dieselbe Fnnctiott kann auiA, wie wir schon oben gefunden haben, definfai 
werden ab 

Ä'(a) « — y/(±2sbia) Ja, 

in welcher Form sie häufig vorkommt, so dab Clausen die Mähe Aber- 
Dommen hat, eine Tafel derseiben au berechnen, welche sidi fan gegen- 
wärtigen Journale Bd. YIIL pag. 398 abgedruckt findet Dm Eigenschaften 
dieser Function, welche unmittelbar aus der Definition folgen, sind: 

E\-^a) = ~ E'(a); B'(a+2kn) « Jf'(a)j Ä'(*r) «: a 
Um die anderen Eigenschaften sbu finden, kftnnen wir b den bereits enl» 
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widMiten IPomelo die FuoÜosen B{v,a) dsrdi ikme tiolaolie Fuoction 
iff(a) MadrfidkeM nach der Formell 

74. 2B(u, a) « ^(2») + £'(2a) •— £'(2« + 3a). 
Wird die« Kanidut bei der allgeneinen Formel (M) ansgefiibrt« so er- 

hiU nan: 

n. «'(a^+JECCaa+aa) — JB'(5(p+2a + 2ß) 
«s Ä'(2ii)4-JB'(2tt) — J8?'(2«-h2a) + JB'(2r)+JB'(2/5)— B'(2e + 2|3) 
+»'(2^--2«)+JB'(2a+2«— 2e)— JB'(2^+2tt— 2») + B'(2^— 2») 
+ Ä'(2|J+2p~2«)— JB'(2^+2<5— 2«), 

/»k 8iAiiriiivni(a-|*/9) 

WWO toi« 9 «^(^4.^,011(1^4.^ ^•inuriiivioi(a+/J)- 

Oiese Famel iit swar m «icli merkwiMBg S^og» aber «e esthüt sü viele 
«dieha ITgootieiieB um pnotieck brandibar u sein} aach enthitt aie, oIh 
I^Woii iie celir aUfemeio iat^ nur wenig istoesraDte apecielle FiUe} die 
»eisten beeoaderea BestioiBimigeB efaer oder mehrerer der vier wiabliia(pgen 
GriUbmi Uj 9, mj ß^ welche die Formel vereiafiM^hen sollen» machen sie 
rein identisolu Bin specieller Fall, welcher der Erwihnnng werth ist, Int 
der, weldiea man erhüt» wenn man a ss ß nnd v ss 9 setat, nemlich : 
n. jB'(2^)~B'(29+.4a)~2JB'(2^— 2fi)+B'(4a)+2Ä^(2f«+2tt) 

— 4JB'(>a) + 2Ä'(2^+2a— 2ii)~2Ä'(2ii) = 0, 

wenn tangip « ^w^^^^^^o .^^ i 

Die spedelieren Formeln (66) bis (78) gdben alle nvr idenlisehe Gleiehnn- 
gen, wenn sum in ihnen die von swd Elementen abhängigen Functioneu 
aosdiidkt. ffine widitige allgesieine Fonael aber erh&U man nnmittelbar 
Atti Formel (62), wenn man j^ssl nunmt, wodurch E(-^Xja) in £^(a) 
flbCTgeht, nemlidk 

deren spetieüe Fftlle ftr nas 2, ä, 4, folgende sind: 

E'(3«) « 3E'(a)4-3E'(a+fT) + 3Ä'(a4.|r), 

E'(4a) » 4jB'(a) + 4E'(a+iT) + 4J?;'(a+;r) + 4£'(a+|«r). 

Dies sind bekannte E^euschaßen dieser Fonction« Man kann aber 
aooh aas Foraid (62)*dne allgemeinere Formel ähnlicher Art ableiten« 
wdMbe ftwei unabhiQgige GköÜsen enthilt. Da nämlich die Function B{x.a) 
idehl nur Ar srw— 1, sondern auch fiir jeden beliebigen Wetth des » 
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sich durch die einf^ehe SVinoiioii E($l) ftusdrfldmi UKst, so diuf 
diese Verwaudluog allgemein aasfubreo, «m die gesacbte 



haltea. Zo diesem Zwecke setze ich x =s -r-. — r — r and hestimme die 

•Mi(u;-fto} ^ 

Grössen w^ W2, w^, •••• wip •••« u^^-i so^ da(s im AUgemeiuen 

sin (i^ + a] ~ •„ / "1 ,2MhV 

aufserdem setze ich ^''^ ^rTTj^^y woran« man leieht zeigen fcaon, dafs 

v/^ s 11^4.11;, ^-u^2 4* •••• 4*^11-1 Mit» Ich behalte aber der Kärze wegen 
för diese Summe das Zeichen ^/> bei niid hübe so die Gleichung ( 68 ) unter 
folgender Form: 

E(ypj na) =5 n2lE(w^jfc, a + 2^). 

Werden jetzt die Punctionen E(4k na) und E^Wj,, Ä^?i2). zerlegt aa«h 
der Formel 2£(tf,a) =» E(2u^'^E(2a)—E(2u + 2a), so erhäk ipan: 

Diese Formel labt sich noch Tereinfachetn denn aus (77) folgt dafs 

n%E' (2 a + — ) = E' (2 n a) 

wenn n ungerade, dafs aber dieselbe Summe gleich 4 £ (na), wenn n grade 
ist Man hat daher 

78. ß'(2^) — £'(2x//+2na) 

wenn n ungerade ist, und 

79. JE'(2v^)— £'(2^+2na)+^Ä'(2na) — 4-E'(iia) 

wenn n grade ist. 

Es ist leicht zu übersehen« dafs es auch för die Function E'(ol) mehrere, 
ja unendlich viele ähnliche Formeln giebfr; denn da es för die FancUou d(x) 
unendlich viele Formeln giebt, und da jede derselben ene entsprecbeRde 
Formel fdr die Function E(m.a) gewfihrt, diese aber wieder auf die aiii- 
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fache Flnnetim j&(a) redneirt wifd, sc kaiw man aach für diese eine un- 
endliche Anzahl von fi ormeln iindiem. Da aber die tnderen auf diese Weise 
%n findenden Formeln zu eempitctrt aem worden, ao thergeben wir ^ReeelbttL 

Die eihfädben Eeihen* Bntwiekeluu^en der Ftmctionen B{u^a) und 
E (a)j welche wir hier noch kurz angehen wollen y haben zwar fU* die 
numerieche Berechnung derselben nur geringen Werth, da E^UjO) immer 
durch E (a) ewfacfa auagedr^ckt werdem kann, f&r welche letztere Function, 
wie wir aehoa oben bemerkt haben, eine vollstaudige Tafel vorhanden ist : 
in theoretiacher Beziehung aber haben sie denselben Werth als die Reihen-* 
Entwick«liingen der Function D (u, a), mit weldhen sie aekr grofiie Aehar 
lichkeit haben« 

Setzt mau wieder 1 — me ss= rf"^ wodurch ijr = 
r t» -;■ . . ^ tangii ä j- wird, so hat mau 

£(11, a) = —fl{x) dUy 
und daher, livch theil weise Integration: 

Entwickelt man aber den Kreisbogen U = arc taug . ^ ' — nach. Po(en- 
zen von ar, und integriri, so hat man: 

80- jE(tl,a) = — ti/x + (^~|^ + — 5^ 1 3^ — +---V' 

wenn a in den Grenzen und t und tf4*^in den Grenzen ^u und K^+tt) ü^gt* 
Setzt mal) r — « — a statt u, so wird £( — u — a,a)=:£(ti^a) nach 

Formel (68), und x geht Aber in --; man erhält idso: 

A« «, V , xf I /»lÄ« I sin 2«.. 8iii3« , ^ 

wenn a in den Grenzen und r. u-^a in den Grenzen i(r+a) und t+ ^cl liegt 

Vertauscht man in diesen beiden Formeln u und 06, Wodurch x in r 
ubeigeht und E(u,a) uiigeändert bleibt, so hat man: 

8«. E (ti, a) = ~ a/r + (^ -j^ H ^^ä - + -^-31 ^ J^ 

wenn ä in den Grenzen und t, und ti-f a iv den Grenzen a uud t — o, 
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83. Er«,a)«(*-«-«)/r + (^ + ^ + ^ + ....), 

weno a iadea Grenzen und |t^ ti+a indendtfaen r — a andr^f-o^ 
oder wenn a in den Grenzen ^t und r, ii-f'a ui den GrensM a imd 
2jr — a liegt 

Verwandelt man ferner in Formel (80) a in r — a«^«^ wodaroh a? 
fibergeht in — *, und E(ii,~ii— a) in E(ju,a)^ so hat man: 

84. E (u, a) 

— •#/^^^ /^ ^»'^(^+^) «*<in2(i*+a) t Ig>>tn3(ii4 .a) \ 

wenn a {n den Grenzen und ^r^ u+a in den Grenzen und 20, oder 
wenn a in den Grenzen |t und r, ti+ft >a 'ra Grenzen 2 a — r und r liegt 

Vertauscht mau hierin wieder u und a^ ao hat man endlich; 

86« E(ti,a) 

,/r\ /rMi(*i+«) r*sui2(ii+«) , r*wn3(ii+Ä) \ 

wenn a in den Grenzen und ^r^ u+a in den Grenzen 2 a und r» oder 
wenn a in den Grenzen ^ff und r, n -f* « in den Grenzen und 2 a-— ar liegt. 

Hieraus erhält man femer die Reihen -Ent Wickelungen ftr d^ ein- 
fache Function £(a), wenn man n es f(^_a} setzt, wodurch are^-t 
und ram2Binia wutl« nemlidb: 

87. JS'(a) ma 

t/o-.-.. 1 ^^ I /2suii«.co«*« , (2ainia)»süia (28tn4«)<eos|a \ 

— al(2smia)+^ 2-j5 — ^ + ^ Tp ^^ ^§r — ^'— .-j, 

wenn a in den Grenzen — ^r und + i^ ond 

88. J5'(a) « 

i(3r-a)/(2sinia) + JJJS^ + 2».(26iaiap ~ f«.(2finia)> ' 



• • • • 



wenn a lu den Grenzen -(r bis fr liegt. 

Für diese einfache Functiou £(a)' erhilt man auch leicht eine 
zur numerischen Berechnung braudibarere EntwiekduDg aus der bekaau« 
ten Reihe 
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in welcher l?|S8^^ B^cs^, B^^ssj^^ die BemouUisohen Zahlen sind. 
Moltiplicirt man diese Reihe mit du und integrirt, so erhält man 

JB (a) SB — Ä^a + a + jj^ + TMAXb + 1.23.4.5.6.6.7 + 



• • • • 
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Verwandelt man hier wieder a in 2a, so erhält man die Entwickelnng 
▼00 £7' (2a) nnd vermöge der Formel iS'(2a) c3 2iB'(a) + 2£'(a+T). 
welche auch dargestellt werden kann durch E'{2 a) s 2E\(i) — 2£'(t — a% 
erhält man die Entwickelnng von E'(n'—a\ nämlich 

tIL tr^f^ I.^««I9 (2>^l)fi .a» (2^-l)g,«V (2^->t)B,a^ 

Wk jff (JT— a; = a#2 iTaTiT.a r.2; aüT. O 1.2.3.4 M.6.7 ' 

Diese beiden Reiben -Eatwickelungen stimmen im Wesentlichen mit denen 
fiberein, welche Chntsen zur Berechnung dieser Function angewendet hat. 
Wendet man die erstere in dem Intervalle a s bis a s= | t an, so con- 
vergurt sie im ungönstigsten Falle, wo a dem Werthe fr sehr nahe liegt, 
immer noch so gut, dafs jedes folgende Glied kleiner ist als der neunte 
Theil des vorhergehenden. Für das Intervall %ir bis t wird man aber 
die Bweite Reihe anwenden, welche im ungünstigsten Falle, wo a dem 
Werthe ^ir sehr nahe liegt, ebenfalls so gut convergirt, dafs jedes folgende 
Glied kleiner ist als der neunte Tlieil des vorhergehenden. Die von 
C^aasen angewendeten Reihen aber sind durch Absonderung gewisser lo« 
garitbmischer Theile noch bei weitem besser convergirend geroachr. 

(Der Schlab foigt.) 
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IS. 

Nota ad theoriam eliminationis pertinens. 

(Aiict.. MieMotf pro£ luath. Regiom.) 



JValara aeqoationis finalis^ qoae ex doabas aeqaatlonibiis algebraicis inter 
diias quanlitates incogoitas, altera eliminata, provenit, lam dodum geonie- 
traroDi attentioue digna babita est; quam ob rem, qaod simplices eius pro- 
prietates, quas ia sequeDÜbos exponemiur, adboc lalaisae videntar, miramur. 

Daiae siot daae fanctiones rationales iotegrae fi%tfi yariabilis y, 
quae secoodum ipsius y potestaies evolotae^ bis gaodeant fomis 

lam Sit : X = geouiaa aeqoatio fioalis inter coeflBcientes af et a'\ quae 
ex aequatiouibas /Is^O et /^=^0, qaantitate y eliminata, prodit. Quam 
aequatiouem ioTeiiieodi methodi diversae a geometris adhibentur^ ex quariua 
numero eius, quae a clarissimo Sylvester iu diario ^TAe London ondEdin* 
hurgh philosopkkal maßozine and Journal of science'' nuper exposita est, 
meotiooem faciendi banc occasionem baud praetermittere veUn. Ibi illias 
eliminationis problema reducitur ad problema eliminationis (m^-^*— l)qnau« 
iitatnm ex systemate (m + ^) aequationum linearinnh Mnltiplicata euim 
aeqnatione /^c=0, ex online per y"""*, r""', .•.. y^, nee non aequatione: 
/jSsO, ex ordine per y"^\ y^'"^ .... y** adipiscimnr systema (m-f*») aeqna- 
fionom linearinm inter qaantitates y"^"-*, ym^m^^ •••• y*^». qnarum (m-^n — 1) 
prioribns eliminatis, aequatio inter coefficientes a' et a^^ prodit. Quae elimi- 
natio facillime ita instituitur, ut determinantem bamm (m^n) aequationum 
linearinm ponamus czO. Determinans vero, cum qnantitates a^ et a^^ in 
aequationibus ipsae tantnm lineariter involvantur, et qnantitates a* in n, nee 
non quautitates a'^ in m ceteris aequationibus solis reperiantur^ respectu 
illarum dimeusiouis ntae est, respectuque barum mtae. Unde coneluditnr, 
eam positam =0, esse quaesitam illam aequationem finalem XssO, quae 
omni factore superflua careat Notissima enim est proprietas ab Eulero 
in venta aequationis JT = 0, quod eins dimensio respectu qnautitatum a% est 
ssii^ atque respectu quantitatum a^\ =m, ita nt quaeque functio iutegra 
evanesceus, iuter qnantitates a^ et a^', has dimensioaes quadrans, pro ge- 
nuiua aequatione finaii babenda sit. 
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Sed adhuc aliam metbodam veterem ab EkUro anno 1764 in Actis 
Acad« Ben propositain, illam aeqoatiooem Xz=0 inveoiendit in mediimi pro- 
feramos, eoi disquisitiones sequentes saperstraamiur. 

Nimimoi aidt T| et x^ fanclionea rationales inte^e argamenti y, 
altera (n — l)ti, altera (m — l)ti ordinis, qnaram (m -f- tt) coefficientes po- 
teatatom ipsius y eo determiDenlor, ut in expressione : 

^ifi + ^2/2» 
(m-f*^) coefficientes potestatom: 

J 9 J >••••/ 

ona qualibet excepta, qoae nnitati aeqnalis pooatar^ evanescant. lam inde 
oriautor (m -f* ^) aeqnationes lineares ad determinationeni (m -f* a) coefficien- 
tiuDi illaram snflficientes. Qaaliscunque excepta una illa coefScieos foit, 
semper omnibas expressionibus coefBcientium, qoae ex aeqoationibos linear!- 
bus illis emanant, idem erit denominator, nimirom barum aeqnationom liuea- 
rium determinans. Quae determinans sit A« lam igitur habeamus: 

^i/i + ^-a/; = y*; 

uude, posilo 
sequitur, fore: 

3. ei''/; + e^Vi = A-/. 

Quae aequatio doeet, fore : ^ = 0, si babeator /I = et ^ =s 0. lam vero 
expressio A respecta qnantitatum af est ntae et respectn quantitatom a" 
mtae dimeusionis, id qaod eo patet, quod in (m + ^) aeqnationibns linea* 
ribns qnantitates a' lineariter nt coefiicieufes apud n singolaa coefficientes 
determinandas functionis iTi^ atqne quantitatis af' lineariter nt coefficientes 
apnd m ceteras constantes functionis t^ proveniunt. Quibns collectis se- 
qoitnr aequationem £ks=0 qoaesitam esse finalem genninam JTssO« 

Ex antecedeutibus sponte prodit, cum ^^^^ et ^^^ sint fqncliones ra- 
tionales integrae quanlitatum a\ a" et y^ semper dari tales functiones muiti-* 
plicatrices integras respectu quan(itatum a\ a!' et y^ alteram (n — l)ti, alte- 
ram (m — l)ti ordinis, quibns adkibilis fit genoraliter 

ubi numerus h numerum m-)-»*— 1 band snperat. Quibns positis problema 

nobis ponamus, inquirere, quomodo valores factorum {^^\ ^^\ atqne ipsius y, 

si simul fiat /i s et /2 = 0, a functione X pendeant. 

Quem ad finem aequationem identicam (4.) secundum quantitatem a^, 

nbi K quiiibet nnmerorum 

30* 
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O9 I9 • ••• 01 

etfy difbrentiare placet, qao fado habebimw 

mve cum iü .^x . 

pro talibos valoribuB ipsios >> qoi utriqae aequatiooe : /I =s et /a ss 0^ 
aatiffiacioot : ^^ yA-«(^^ — . g{h\ 

Prorma eodem modo^ iisdeoi aoppositionibiis valenliboa, inveoitar haeo formola : 

U 

obi X Bomenia qailibet est iiomerwuBi 

lüde aeqnitor, posito As=k> valorea fanctioDiiBi nmltiplicatriciom , pro iis 
ipaiiia y, qoi ntriqae aequationi /I es et ^ e= aattefiMiuiit, fore : 

Si vero index k numeroa m yel n saperat, expreaaionea valomm fiioctio- 
noa muUipIicatricJiim minua flunplici forma gaodent Qnas anteqoam expo- 
naiiii«9 ex aeqaationiboa (5) et (6) derivare licet baa relationea: 

*•> y y = \da\)'\da\)'\da\) Ui^/' 

qoae hoe Iheorema praebent : 

^ Differeotialia partialia eias funcUoDia rationalis integrae^ qoae po» 
^aita cbO aequatio fioalia daamm aequatioQQm datarum eat^ aecundaM 
,,ooefficiente8 poteatatam ipaiuay in altera utra aequatione, ernnt at poteate» 
«,tea cobaereotes radicis ulrique aequationi aatiafi 

Qnaliacnnque vero nomerua k est ex nnmeris: 

0, 1, .... m -f-n — 1, 

seniper nnneri k, vd ex aerie 

\jj 1 ^ . • • • vi 



mve 



a 



t^^Al^ » 
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fll%i ponvot tale8> vt fiat A— x^«, vel ex serie 

0) 1| • • • • fl 

nt ftU A— K^t») nnde coucladimiu ex aeqnationibus (S)» (•) ei (8) fore; 

f dX \ f dX\ /dX\ / dX \ 

\<ia:)\dal.J ., \da:) \daiJ j, 

■bi mnnenu A nnmenun m-^-n—i haad soperat, uec noo in Üb A— 'X^ii, 
ia Iiac A— x^m mimator, neceswe est. 

Crenenüiores adhnc foraolae ainuliter inveniaiitv hae: 

(dX\ f dX \ fdX\ f dX \ 

\da'i) \da\) 

abi ia illa k — K-^K^n, in hac ^m esaedebet SideoiqaeA — x*f>\;^M 
eat, etiam habemos hanc formulam: 

aeo noiif si A — x + ^-^o est, haue: 

Uas vero omoesr formulas nonnisi pro iia valorlbus ipslus y vaiere, pro 
^bas simal fiat /l ss et ^ = 0> ex aatecedeotibus patet 

Ex formolis (8) prodit, qoomodo quaelibet funetio ralionalis data 
ipaiiLsi y-j pro tali yalore argomenti, qui simultauea radix aequationum /i ^= 0, 
/^ssO est, exprimatar per differentialia pariialia fanctioub X. Exempli 
gmtia vero amiiere placet fonctioneiD 

«ve ^^^ («; >--^ + «;.t r"-*^' + etc. Oo y-*) , 
qoae ob factorem fi evaneacere debet lam vero aeqoatioae (6) adiuti, 
ean in Itanc formam (ransformare posaumoa: 
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quae posifa =0 erit aequatio finalis ab omni fadore quantitatea af et af' 
iuvolveute libera, quia respectu illaram nfae, respectaqae harum mtae dn 
Dieosioob est Hoo vero etiam ex aequatiooe identica: 

deducere iicuisMet^ quae ex iiola proprieiate fonctioAis X aequitar. 

lam vero denique si iii = n-f-\ est; deriTator ex aequatione: 

ubi K quJIibet uBmeroruw 0, 1, •••• A. ease poteat, aimilibiia substifationibas 
facUs, haec: 

Has vero A. + i expreasiones non ob aeqoationem X=0, ^ed identice 
evaiiescere eo elucet^ quod reapecta qaantilatam a dimensioiiem ntani 
liaud aequanl. 

lam applicationem formalarum antecedentiam facere placet^ ad sy- 
ateuia duarum aequationom rationalium iiitegraram, duaa incognitaa quaotita-« 
tea coutiDeiitium« Quam ob rem poDamus quantitalea af et af* functionea 
ra< ionales integras esse argomenli x, nee non runetiones fg et ft secundum 
polestates argumenti x OToIalaa bis formis gaudere: 

ubi rursiis coeÜGeientes b^ et C denotant funcliones rationales integras ar« 
gumenti y. 

Aequatio finalis genuina^ qaae eliminata variabili x, ex aeqnationibns 
f, — et ^ — oritur, sit Fs= 0, nee non simiiiter ac aotem mnt ai^> ei 
c"^^^ eae functiones simplissimae respecto qaantitatam b^ et b^^ integrae, qua- 
rum ope ideutiee fit: 

Unde inveniuntur formulae similes ae (6) et (6) pro /l^sO et /^«sO 
valentes : , ^ 

lam vero notum est aeqnationes JTsssO et YsszO eiusdem ordinis esse, 
nee uoii ad snigulam quaniqoe radicem alterius generaliter singulam alterios 
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fomiiilarum 

dX\ ^dX\ /dX 



• • 



possQUl: ( ^^ \ f^~\ f~h.\ 

dX\ /dX\ /dX 



(.n) 






igitar yi^i^ ^2^29 etc. paria radicuBi biaarnm simoltanearam^ et gene- 
Yf^f* lotrodacatur deniqiie aignuoi : 

pro valore functionis ^(ar,y) hoc: 4'(pi^yjyy)^ 
Aequatiouam (4) et (It) 

f <^.*yi + <ri^r2 = y.^\ 

aframqoe secoodam argumeota x et y differentiemus. atque deiude sub- 
stitaamiu xssatyy ysssy^y qao facto bafoebimas: ope formularum (5). (6), 
(13), (14) faas qoataor aequationes: 



y'r 



uade, brevilaüs caosa introducla deiiolatione bac: 
derivanlur, bae formulae : 

^-^r"=-'j[(4f)(fp""' 



«32 
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ir^n 



quae fonmilae apte coDiunctae, divisioneque per iX facia, banc memorabilem 
suppeditant : 

*•• i\dx/\dyJ \dxJ\dj"'\ '-^l'^y (dX^d Y\ /d-yyd Y\| 

Kdo^Adhy \dolKivJ\ 

Advocato vero theoremate ab Qlostrissifflo JaeoH invento (vid. Diar. 
CrtU. tom. i4, pag. 986), nee noo introducto sigoo sammatorio : 

pro summa expressionnm, qoae oriontor in expressione a^y^^y loea ipsios 
Xy^ Yy ex ordioe omnibus radicibos simoltaneb aeqaatioQom /i ss et /^ ss 0, 
substitutiv, babebimos hoc theorema: 

„Si duae functiones rationales intej;rae argumentorum x et y, fi 
^et /^, qnarum illa ad jutam, baec ad vtam dimeoalonem aseendit, secnndom 
„X et y evolntae bis fiornüs gandent: 

fi = «: y" + «-i /"*■'+ «; 

= *;«'+*;;-.«'-» +*;, 

„nee non aeqnatione« finales, qnae orinntor ex aeqnationibos ; 

f, 33 0» /; SS 0, 

„X vel y eliminato, snnM 

Faso, X«0, 

„ expressio : 



Y ^r 



r^' 



dX dY 



dx * dy 

,^ad omnes radices aequalionnm Xss^Q et FssO aimaUaneas extenaa, 
^evaoescet pro omiübus valoribns inl^egrid baod negativis ipsoram a et ß, 
,,qui conditioni 

„ satisfacioat.^ 

Si in boc tbeoreiuate ponimus: a = \, |3 «= x, videmus expressionen : 



da 

M 
, la I I I 

dX dY 
dx * dy 

e vaneacere , dammodo erit jt + K+2<ft + v* 



18» Richtlot, Hota md iheariam ^iminaiioms pertinms. 

Similiter epe foniuIae(l€) iheorenui in eoanDeiiiatloBe cUatf p. ZSieicpo- 
•itui fnuMferri potest lam vero generaliini tlieorema direete dedooere piMet. 

Ex aeqoationibns (16), m in ultiiiui ponitor i loeo ipriw k, seqoufttur 
bae formolae: 

Quae formalae docent, com pro radiGiboa hob eobaereDtibiu aeqoatioDum 
X^ss^ OH F s= 0, fuBctionea /[ et fi evaaescere nequeant, expreaaioiieai : 

pro radicibas noo aunoltaaeis aeqaaüonam ^ssO ei ^sO evaiietoere. 
Coiua expreadoDis loco brevitatia gratia ponauma V^j,^t^. Ex iiota vero 
tfaeofia fraotioDQai ratioDaliuni sequitur baeü foroiola: 

-((i'=^)«if§v;i -üä'^^-^i- 

ubi VT, n\ et W2 respective deootant fanctiones integraa, quaC in fractioniboa 

XY ' r • X 

coQtinentun nee noa |;eoeraliter per 

respective sigiiificantur summae eCpressioüuiii, qnae, in expressioiriboa 

loco ipsorum x.^ et yj oinnibus radicibua aequationom XssO et JTssO 
subs(itatis oriuulur. 

Quae formula ob proprietafem fonctionis V^j^^i^ modo nemorätan, ia 
banc abit : ^^^ ^ 



abi per sigDoin: 



y\M^ f> y 



auBuaa expressionum denolatur, quae oriuntnr, ai loco x^ et /^ omoes ra-* 
dice« simultaoeae aeqaationum /l s=: et /^ ^=s sabatituautur. 

CrtOe'« JouMUl d. M. Bd. XXI. Uitd. 31 
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lam yero io atroqne termino moltiplicationem Tmimiw per qQam- 
übet Amctionefli integram ai^iiieiitomm x et y, nimimm per U. Qom 
fbnctio colli wmper in hanc forinani redaci posmt : 

tibi Xy et Xy simultaoeae radices aeqnationiun propoaitanim nee non U^ ei tf" 
fonetianes rationales integrae snnt, habebimos : 



\dx * dyf 



dy 



\dx * dy) \dx * dy/ 

Vnde, sommatione facta, facile concluditor, coefBcientes potostatom ipsorum 
X et y mmul ne^aüvarum in expressionibos 



,a V^, e. ^^^f\. 




— »y)(r— »)j 



'dX\/dY\<<Y.r^ 



easdem esse. lam vero deoiqae ex aeqaationiboa 
qaitur fore: 

quibufi coHectis prodit hoc theorema memorabile : 

„Si iifldem »Opposition ibus, ac in priori tbeoremate, factis, V deno- 
^tat functionem qoamlibet rationalem integram argomentorom j? et y, coef« 
,,ficiens ternüni x"^"+*^y~^^*^ in evolotione expressionLs : 

i;.(pC*)o(o_p^Ä)^(i)) 

,,erit aoDima expresaionom, qoae oriuntor in expressione: 

(äX\(dY\(dX\(dY\ 

or y IJTTy * ^' 

dx * dy 

,,omuibos radicibos simoltaneis aequationom fi=^0 et ^ = aobatitotio, 
^,obi a et ß nomeri integri band negativi, nee non ^[^\ ^^\ c^*\ af> fonctio- 
,,ne« integrae simplicissimae sunt, qaamm ope fit: 

Similea disqoisitiones de sysiemate triom aeqoatiooom algebraicanm, in alia 
occamione geometria comoinnicaba 
Regiomontl^ 1« Mai 1840. 
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14. 

Den einen Kreis am innigsten osculirenden Kegel- 
schnitt zu finden. 

(Von Herrn Prot Lehmm xa Berlin.) 



iVafgabe» For einen in der Peripherie eines Kreises g^egebenen Ponet 
den am inaigsten oscnlirenden Kegelschnitt zn bestimmen. 

Wird der Mittelpnnct des gegebenen Kreises vom Halbmesser r, 
als Anfaugspnnct der Coordinaten-* Achsen X, Y angenommen, so ist die 
Gleichung für den Kreis 

1. y' + ar' = r*. 

Beseichael nnn y^ die derselben Abscisse x angehörige Ordinate des ge« 
sachten Kegelschnitts, so ist die allgemeine Form der Gleichung desselben 

2. ay^ + by'x + ex" + d/ -{- ex + f ^ 
und zu Bestimmung der gegenseitigen Verhältnisse der sechs Parameter 
a, b, c, d^ e, f sind fönf Gleichungen erforderlich ; es mdk nemlich y' ss y ; 
dy^ssdy-jcf d^y^^^d^yjd d^ y'^, ss d * y^, und rf*y^x=rf*)r^ werden, wo- 
durch eine Osculation der vierten Ordnung entsteht. Bildet man diese Ab- 
leitungen nach (1.) und (t.) und setzt 

3* by'\-2cx'^e = A; 

4. 2ay^bx'^d ^ B; 

6. hd^2ae—{^aC'^V)x « D, 
so gehen obige fünf Bedingungen in folgende über : 

8. Ay c= Bxi 

9. 2Cy^ = ÄVS- 

10. 2C/>/ + r^Ä*y = 0; 

11. r'(r^+ 4:r^)Ä^ = 2Cy'.[(4«i?—*')ir+ 51^], 

aus welchen die Parameter, ihrem Verhällnifs nach, zu entwickeln sind. 

Da nun für jeden Punct der Peripherie eines Kreises dieselbe Kram* 
mung Statt findet, so ist die Wahl des Berührungspunctes gleichgültig, 
und es ist ffir die Bestimmung der Parameter erleichternd, den Punct K zu 
wählen, für welchen jp=0, also ys=r ist. 

3t* 
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Vit diesen Panct K wird daui 
lt. ^sB»r + «; 
18. B tss 2ar + df 

14. C » ««• — » df# + cdP — (4 ««— l»)/V 

and üo Gleichaogen (7.) hia (11.) gelten Aber in: 

16. ar'-^dr-^fsa 0? 

17. A =s oder Ar + «aBO) 
la 2rC7 s BS* 

1». CD «= 0, 

vnd) wenn (18.)'nnd(19.) in (11.) nnfgenonunen werden, 
«0. B» =a r»(4ac--*»). 

Es folgt aber aas (17.) 
tl. e SS — br; nns (16.) 
SC. fss — ar'—dr, 

■nd sobstiloirt man diese Wertlie, so wird 
W. C = <?B*; 
t4. D SS b.B, 

nnd £e übrigen drei Dedingnngsgleiobnngea (18.) bis (SO.) gehen Aber in 

55. B'(B— 2cr) =s 0, 

56. beB* SS und 

57. B» = r»(4ac— «»). 

■ 

Es fallt in die AogeD, dab den beiden ersten, (95.) nnd (9C), Ge^ 
nage geschieht für JSssO, woraus isss — 2ar nnd dann ans (97») caBj^ 

folgt. Snbstitoirt man aber die vier Werthe ^, — 2ar, -^&r nnd af^ 

(letztere beide au8(Sl.) nnd (82.) eutnommen) ^rc,d,e,fm (2.)^ so ent- 
steht 2ay'\'bx—2ars=iO, welche Gleichung keinen Kegelschnitt liefert, 
so dafo also die Bestinumiog Jff s= der Aufgabe entspricht. Dies erhellet 
auch schon ans den anfanglichen allgemeinen 5 Bediugungsgleichungen (7.) 
bis (11.), indem fiOr B = 0, (&) in ^sO, (9.) in C = übergeht, (la) 
aber identisch wird und D unbestimmt lälst, (11.) aber ebenfalls identisch 
wird, so dafii nur die drei Bedingungen B =s o, il sa 0, Css blei* 
ben^ welche zur Bestinunung der Parameter nicht ausreichend sind. Da 
hienach also B nicht aO sein kann, so geben die nbngen 8 Gleicbmi^ 
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4Sett (t6.) Us (f 7.) 

ffS. 24irH-if— 2cr « 0; 

IKe Gleichaog (99.) wird erfällt, «owobl fiir i^ s=s als ancli Ar 
r sss ; 68 liefert aber für ^ = die Gleichong (28.) sogleich BssQj welche 
Beatunmiiiigt '^** Obigen gemäb, nicht genügen kann, so dafs daher nur 
Sl. i^ SS bleibt, wosu (28.) dann 
89. d = 2r(c—a) und (SO.) 
89. ^€r\a—c) = liefert. 

Da nun aber c nicht ssO sein kann, so mufs ans (38.) 
84. a '=i c nnd dann ans (89.) 
86. d =^ sein nnd man hat somit hieraus und aus (91.) und (99.) 

86. a^ssa, b^ssO, c = a, d=iO, esszO, fss-^arK Werden diese 

Resultate in (9.) gesetzt, so folgt 

87. y^'{-x^ssLr\ woraus, wie noth wendig» sich ergeben mufste, dafs 

der dem gegebenen Kreis congrnente Kreis der ihn am innigsten 
osculirende Kegehchnitt ist. 
Zusatz. Verlangt man einen den Kreis in irgend einem seiner 
Poncte der Peripherie oseulirenden Kegelschnitt^ schliefst jedoch den con- 
gnienten Kreis selbst ans, bedingt also> dafs nicht n = r und zugleich b ss 
sein soll, und setzt dafür eine anftnglich noch unbestimmt gelassene Relar 
tion zwisdien a, b und c fest, so sind aufiser derselben nur noch die vier 
Bedingungen y'^Xß d/^ssdy^^ d^y'^^d^y^ und d^y^ — d^y^ zu er^ 
füllen; die Bedingung d*y'^ = d^y^ aber, d. b. die Gleichung (11.), fiOIt 
weg, und es bleibt ganz die vorige Auflösung, nur dafs zuletzt, aufser den 
Gleidrangen (9t.) und (99.)^ nemlich #ss — br und f^=i—ar^ — dr^ statt 
derer (98.), (99.) nnd (30.) nur noch die beiden (98.) und (99.), nemlich 
2iir-f-' — 2crsO und Ac=sO bleiben, welche, mit der noch vorbehalte- 
Ben Belation zwischen a^ b und r verbunden, die erforderlichen ffinf Be- 
dingungen liefern. 

Wird nun erstens die in der dritten Ordnung osculirende Parabel 
verlangt, so hat man die Gleichungen: 
1. e =s -^br; 
9. /*= -^at^ — dr} 
8. 2Är + rf — 2cr ts Oj 
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4. bc SS 0} 
5- iac = b\ 
Der Gleichang (4.) entsprechend mufs e=sO oder (ssO Min { es folgt 
aber für cs=Ö sogleich uns (ft.) i=:0, dann ans (U) ss=0; aus (3.) 
dss — 2ar und ans (3.) fsssar^ nnd hieza entsteht ab verlangte Glei« 
chung a(y' — rf s= 0, welche keine Parabel giebt Es kann daher nur A ssO 
genfigen, wozo, weil e nicht es sein kann, ans (6.) «ssO^ mM(U)esszOj 
aus (3.) if =s 2cr und aus (3.) /"sc — 2 er' sich ergiebt und die verlangte 
Gleichung cj?^ + 2cry' — 2cr=0 oder 

dr^ = 2r(r— y') entspringt; woraus hervorgeht, dafs diese Parabel 
den Kreis in K in ihrem Scheitelpunct berührt, und dafs ihr Achsen- 
Parameter s=2r ist. 

Wird zweitens eine in der dritten Ordnung berährende Ellipse ge- 
sucht, so sind die Bedingungen : 

1. s = ^br; 

2. f^^ar'^irs 

3. 2ar+ d — 2er =»0; 

4. bc = 0; 
6. 4ac > b\ 

Es kann aber, um (4.) zu gettOgen, nach (5.) e nicht ssO, folglich mu(s 
& sss sein, und hierzu folgt aus (1.) e £= 0, aus (3.) df =s 2r{e — «), aus (3.) 
f=i(a — 26)r\ und es entsteht als verlangte Gleichung 

ay'' + c»^ + 2r(c— «)/ — (2c— •«)r' e. 0. 

Es mflssen aber nach (6.) a und e gleiche Vorzeichen haben : daher nob 

— positiv sein, und bezeidhnet man diese eAeohUe 2a3B^ (die nicht «al 

zu setzen ist, weil sonst der Kreis sich ergeben wärde, und auch nicht sbQl 
weil sonst kein Kegelschnitt entstehen wQrde) durch h, so hat man 

y'2^A«^ + 2r(A — 1)/ — (2Ä— l)r^ s« 0. 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dafs jede solche Ellipse, wie auch k 
bestimmt werden mag (nur nicht «s 1 und nicht = 0), den Kreis in JT in 
dem einen ihrer Scheitelpuncte berflhrt, und zwar in dem einen Endpunete 
der Achse 2Är; die andere Achse ergiebt sich ^s^2r^h und jene ist die 
gröfsere, wenn A]>1; die kleinere, wenn A^l genommen wird Ffirdie 

Differenz (i( Vx)o^ (M^yx\ entsteht der Ausdruck 4 • ^t-^9 ^ ^^^ ^^ 
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die Berohmni; der der 4ton Qrdnimg desto näher kommty je niher A der 
Biiibeit ist. 

Wird driUetu eine in der dritten (Mnnng oecnlirende Hyperbel ge- 
fordert, 80 sind die Bedingungen: 
1. ^ s=s — Är^- 

9. 2ar+rf— 2cr = Oj 

4. bc = 0; 

6. 4ac<*^ 
Um (4.) zu erföllen^ mxSa entweder ^ es oder c s= sein. Für c ss er- 
giebt sieli aber (y^— r)(ay^ + ^^~^0^09 welcher Gleichung keine 
Hyperbel mtapricht. Es moDs abo (ssO nein, vnd dann erhalt man die 

Gleichang 

ii/^+ca^ + 2r(c— a)/ — (2c— ä)!^ = 0. 

Da nun, für 1^ ss 0, nach (5.) a und e einander entgegengesetzt sein müs- 
sen, so setze man — ss — A, wo h jede absolute Zahl^ die Null ausge- 
schlossen vorstellt, und es entsteht 

y'^ — >lar^-.2r(* + l)y' + (2Ä + l)r' = 0. 

Aus dieser Gleichung erhellet, da(s för jeden Werth von A, nur ausge- 
schlossen, die zugehörige Hyperbel den Kreis in jBC in ihrem Scheitelpuncte 
berührt, daCs die Achse derselben ss 2rA und ihre Zwergachse s=s 2r/^A ist. 
Ffir die Differenz (^^y*x)o — iß^Y^i^ eriudt man den Ausdruck 

3 Ä -4-1 

j^ . ~— und die Oscolatiou kommt also der der 4ten Ordnung desto naher, 

je jfröf$er h genommen wird, ist aber nicht in dem Grade innig zu errei- 
dien, wie bei der BlUipse. 
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15. 

Theorie der Modular- Functionen und der Modular- 

Integrale. 

^V*n Hern Dr. Gudermann n Miiiater.) 

(FortMtrnBf der AbhandUng No. 1. im laten, No. 10. in ittm, Mo. 15. im ittin, N«. ih im 4(n Heft* 
4ei Mhtzebiilen, No. 2. im Ittcn, No. 8. im 2te», No. 12. im 3teB Hefte dee ReouektoB, Mo. 0. im 

Itten Hefte lad No. 12. im 2teii Helle nvmuititea BudM.) 



Fuufsehnter Abschaltt 

$. 202. 

Attsdroek der Modalar-Iotegnle dec sweiten Art and eweitca Clan* dutdi di* 
Ilttlfii-Faiietioiiai and di« davon nbg«leiteten Functions 

Nach 8. 116. ist S(«,a) » u.elo~- ^^"^''^''J*^''~''^ ' Da tiuo nach 
$. 188. 

Ml 80 erbült maa darch Sabtraction 

2 Ä ~ *I^HI(o— M) 

Fenier ist nach g. SOI. aach e\a^^.a+B(a\ alrati.elass jT.aif-fH(a}. 

Werden diese Werthe mbsütaiit, so erhält man sofort för das Sinns -Inte- 
gral den Ansdmck 

1. @(.^.)««.H(«)-logl/||2±^. 

Das Coainos- Integral ist nach S. 116. angegebeu darch 

(!(«,«) = ~«(E-.elca) + '°^°'^"^7'"^'~"N 
und da nach $. SOL E — elcii = ^.a — G(a) ist, so findet sich 

2. g(«,«)««.G(«) + log|/|i^. 
Für das Differente- Integral wurde in $• 116. 

gefunden* Setzt man aber in der Formel (3.) des %. 20U ai statt a, in- 
dem man die beiden coujugirten Modul mit einander vertauscht, so erhält man 

©'a = (l~|^).« + BC«) oder CI«— a = — J^.a+B(a). 
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Wird diesw Werth rabstitoirt, m fiodet sich ' 

8. a>(i^a) = ii.B(«) + 10^1/^^:1 
Da nach Formel (7.) $. 183. 

Im(a±«) = ^l — -jp)» -^ + log yp- 
ist, so findet man auch 

Ferner ist nach S. 801. 

u.ela = (1 — -~).«« + «.a5'a; 

also haben wir für das Sinns *Iutegral noch den zweiten Ausdruck 

4. @(«, a) = «.»'(.) -log|/|^{^J, 

nnd da nach $. SOI. B — elcas(l — -wj^ + ^'C^) ^^^ ^^ ist der zweite 
Ausdruck fdr das Cosinus -Integral 

Aus der Formel (1.) S. 201. folgt Sr« = j^*a + ^'(a), oder auch 

(|F(^a— iis--(l — w)«+^'(«)> ™^ ^^"^ dieser Werth benutzt^ so ent- 
steht aoch für das Differente - Integral der zweite Ausdruck 

6. JD(ir,a) « u,^'{a)-{-\og]l^^^y 

Setzen wir in den Formeln (1. 8. S.) JT— n statt a, so werden sie 

Setsen wir aoch in den Formeln (8. 4. 6.) ÜC— a statt o, so ist 
nach $. 170. 

log»I'(Ä— a+i«) = ij'Ci«— a + tt) + log©r(a— «) und 
log3M'(Ä— a—«) as ij'(^K-.a— tf) + log@r(a+tt), 
aibo 

Ccelle'i lowMl a. IL BdU XJLL Hft S. S8 
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Werden aafserdem die Formeln (11. $. tOO.) benotet, so erhält man 

e(u,K-a) = -«.©'(«) + log V^|L[^>, 

Zos>atz 1. Setzt man in den Formeln (1. 2. 3.) den Parameter 
a =s \K, so ist nach $• 190. 



^^gV^ma^t"! = i2(rcJan9((l-Ä0«ii«ßncii), 



also 



9. l 6 («, i Ä) = ^^ + i 2Crc $<»ng (( 1—*') sn n snc «) , 
^iu,\K) r= iiii±^ + i9(rc5<in9((l— Ä')8n«8BCii). 
Setzt man aber in den Formeln u = ^K, so erhält man 

10. I (SCiJC, «) = iÄ.G(«) + i2(rc5anö((l— *0 sDasnc«), 
( !D(ilC,a) s= iJC.B(a) + ^9(rcSand((l— *0n>«sDe«)• 
Za8at^ f. Differenzürt man die Formelu (1. t. S.)? so er- 
kält nan 



<— i-««.!^«.!.. « li(a) 5 » («; 5 , 



1— il:*ni* an* u "" "V"'' 2 



II. J t'«^»n«aca« u^ H(H-»)-H(»~a) ^_,^.(^)^ g-(H-a)-«V«--.) 

Eben so erhält man ans den Formeln (7, nnd 8») 

Xc^BiiCaeiieodncaso^tt g^. v G(ii+a)— G(ii— a) /«i//^\i ©'(«*+«)—•'(«— «) 
T-ifc«gnc»«SQ*'i" = ''^^) 2 =—©(«)+ 2~ ' 

] i — k^sac^amk^u ^ JT" 2 ^ ^ 2 ^ 

?/ t PCadnCfldD^tt a/ n i_ 0(«<+<»)— CK»*--«) j>r//^\ ®'(m + ») -^ ® '(" — «) 
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s. tos. 

Aufldrudi; der Moduhur- Integrale der zweiteo Art uod vierten Qaeee dordi die Hulft- 

Fonctionen und die davon abgeleiteten Functionen. 

Vertauscht man in den Formeln (4. 6. 6. %. W9.) die beiden cou- 
jugirten Modul, itidem man gleiehzeitig; ai stalt a und hi statt h setzt, so 
erii&lt man, dem %. 117. gemäfs, 

'©(«,«)= «.e(«)+log>/||^^J. 
Auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (1. S. 3. %. t03.) in 

Setat man in den Formelo (!•) JK — a statt a, so werden sie 

'@(«,ir-a) == _«.A(a) + log^^;-;t^. 

'T>{u, K^a)^ ti . G(a) + log j/-^||f±^. 

Will man in den Fonneln (2.) ebenfalls iL — a statt o setzen, so ist, den 
Formeln (3. $. 168.) gemäfe, 

logJ^jl'ClC— «—«) = yi'(^K^o—v) + logm\a + u) and 
log ^C (iC—a 4- «) «= i)'(i^--« + «) + 'og 911' («-«), 

also logl/^^^-'-"^ =-».'« + log l/«I(£±if) . 
Benatzt man aufserdem die Formeln (11. S. SOO.), so hat man 

'@(«,IC~«) « -«.9l'(a) + log|/|;g±g, 

4. ( 'i5(«,Ä-a) = -.«.sö'(«) + logy^;-±^\ 
£?<«, Ä- a) = - « . ©'(a) + log ]/'§^^ . 
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Zasstx 1. Seist 
to ict nach g. 190. 

Bl(^iC-ii) 



logV' 



KÜÄ+i.) "" iS(w$an9((l+*0«"«««»o«), also. 

5. ^€(tt, k^) =» — i((l—*0««) + *aK$an8((l+*') «■•»■nc«)» 
H aber das Argoaent nas^K, so erbilt mao 

«. i '€(!«, a) =s — ^K. G(«) + iS<rc$ttiig((l +*0 snatnc«), 
'X>(i£; «) SB ^ JT. H(a) + |S(tf Soii9((l -^kOmaanca). 

aatz S. OilfereiiBÜrt naa die Fomeln (1.) und (9.X so eriiält ■ 

/ dnea SD*M D/ > • B(M+a) — B(a— •) 

■ — B{a) + -i 5 



7. 



tnea sae'a — ia*i» 



doec 
toca 



1 — 



Ma dn*«i 



•ooa ^ gp^K 



dna 



SD* II 



tna SA^a — so^ii 



du 



tna 



1- 



snca 



dn^i 



1— 



sn^M 



FttnMia (S.) ud (4.X •• erhik imui 

« ~ A(«) + A(»+a)-A(«-., ) 
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S. 304. 

Eniwickehiiiff des Ansdraeks lof 1/ .,.; "^" ^ uod khnlidier AuBdracke mSX andere» 

^ ^ f Hl(a — u) 



HulSi • Fttoeiioiien* 



Der Aosdnick logl/ Sf'"^*? «od die ibm ähuUchen, welche io den 

^' Iii(a — I«) 

lin entwickelteo Formela für die byperbolischeD Modular- Integrale vor* 
kofluneo, lassen sieb leicbt uomitielbar uacb den oben entwickeUen For» 
ndn berechnen; aber diese Berechnung versagt, wenn eine von den bei- 
den Grdfipen a nnd u imaginär ist, wahrend die andere reell bleibt, nnd es 
sich also am die Berechnung eines cyklischen Modular- Integrals der xwei» 
ten Art handelt, welches entweder der ersten oder dritten Classe, dem 
$•117« nd t* IM« gemits, angehört Es ist alsdann durchaus nöthig^ 
dab der vorgelegte logarithmische Ausdruck entwickelt werde, damit, wenn 
eine der beiden Grölsen a und u imaginär genommen wird, die imaginäre 
Form des Ausdrucks auf eine reelle Form surflckgebracht werden könne. 
Die erwähnte Entwickelung kann leicht auf mehr als eine Weise ausge» 
filhrt werden« Substituirt man in den Fornwln (6. S. 174.) zuerst a+t^ 
und dann a— « für «^ so erh&It man durch die Subtraction 

"•^ 2.6in4i7K' "*" S.Sine^Ä' ~ + + •••• 

g* ein4iy sin4i7K , y*sin6iyagm6iyii . 
2.6iii4p:^ •" S.einG^Ä' — + ..- 
1a^ l/^ÜLZZif) ^ sin2yo 8in2iytt ein4ya8in4 iyti | sin6ye8in6iyii 

sin8i!;aBiD8i7U 



• • • • 



4.6in8i7K' "^ " 
I |/ Hl(a+ii) mn2fjum2iju . ain4yasin4iytt , Bin6iyasin6iyK 

+ 8in8iyasin8iyii , . 



fletxt man in den vorstehenden 
verwandeUi sie meh in 



f 44 1& Gudtrmmnm, Theorit der Moi. - Funet. und der Mtd. - Integr, %, 20C 



t. < 






• • • • 



2.®in4«Ä' "•" 3.©in6vÄ' ~ + - 



• • • 



g{tt2yagtll2 y« 

l.em29X' 



Cin4yaCtn4yM 
2.etn4i7/i:' 



+ 



Cin6iya Gin ^iju 6in 8 i;a Oin 8 1^ n 



• • • 






3. ein 6 17 iC' 4.etn8i7X' 

6in 2<7 ggjn 2 i;m , gin4iyaCiii4yK 
l.eMl2i7Ä' "^ 2.«n4,K' 

. gin6<;ag<n6i7w , ginSyCHaSiyw , , 
"*" 3.ein6ifÄ' "*" 4.«iii8vÄ' T ■»-•••• 

Bemerkeaswerther sind die Reihen, welche wir «os den Formeln (6. — 8. 
%. 187.) oder lieber ans den üuten nnmiUelbar vorhergehendeu vier For- 
men herleiten. Ihnen gemäb isi zonichit 

"SKjI^a — „) — 

'•*»»6in(i7a-^M)*6o«4^K'— 6»«(2iya — 2i7ii)'«o»8iyÄ'— «••(2iy«-2i7«)****)' 

* » s5l(a — m; 

. i/ «l0«(y« + y'<) g>84yy+g»<(2iy«4.2yii) g<l 8 yi:^ + g»> (2 ya + 2 i?i«) i 
"•Srt^rtC^a— i?i.)*(k»49Ä'+«P«(2i7a— 2i7«i)*««l8«»Ä'H-8o»(2i7a-2i7«)***'/' 

K2iyi+2iyi«) C>»lOt?JC^.H0<(2»ya4-2y«) \ 



Jog Vi 



®((« — 11) 
/ \ 6o«2i;K'4-go<(2i;«i+2)?u) 6o86iyiSC'-t-g-(2iyi+2«;i«) g>»lOt?JC^.fg0<(2i7a4-2<r«) 



»0«i^{ 



^««»^If^i:^ 



) 



gc>2iy g- — 6o«(2>;a — 2>yM) 6o<6y/!C'— 6o8(2<7a— 2iyi<) go< lOiyg^ — go<(2ya--2 yii) 
gÖ«2ii'iC'— 6o«(2ifo+2jfu)*go«<)ifÄ'— go«(2i7a-|-2iyu)*g»«10i7K'-g»l{2fl«+2i7«; 






Da aber 

, i/ginfa + i) 
logV, ^ 



logV 



/So« (a + 6) 



l^gi/Sganflg+ gang» 



60^ (a — 6) 



= log |/;-* 



Xanga — 2ang6 



- ««ä-9&D. 



Sang a Sidng 6 



-- SS 2(tctanä(5ang/i Jiin<j*\ 
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*'6o«2c— 6o«(2a— 2fr) * ' «in(c+o— ^ . ®m(c— 



— o— t) 
a+ft) 

=3 $(ri Sang (Sand i> €ot(<;+ii)) — 9(rc Sang (Sang*. Sot(«—a», 

1 |/ g<»2c+go<(2a+25) __ I | /g06(c+a+ft).60<(c— g— fr) 
»'60«2o— «•«(2g-2») ~" »'ÖO«(e+g — fr).So«(c— a + fr) 

=s 3(tc 5ong (Sang * Jang (c + «)) — 9(rc Song ( Jtng * . Sang (c — «)) 
ist, 80 lassen sich die vorigen Formeln einfacher aüso darstellen: 

= «rc$an9(g^) + 9(tc$an9($an9i|«.got(2i)Ä:' + na)) 

— 9(rc Jang (Sang i) « . €ot (2 »j K' — ij «)) 
+ 3(rcSang(Song^ij«.€ot(4i|Ä:'+ ^a)) 

— 9(tc Sang (Sang i) t« . Sof (4 j) K' — »] «)) 

+ 9rtcSan9(Saifg»)t< . SoK6»)Ä' + ija)) + . . . . 

— 9trc Sang (Sang ») « . €ot (6 i^K' — i) a)) — .... 

4. logV'll^*-; 

= 3(tc Sang (|J5||^) + '3(rc Sang (Sang .] a . Söt (2 ,) K' +•) «)) 

— 9Jrc Sang (Song i) a . €ot (2 1) iC' — ij «» 

+ 9(rtSang(Sangi)«. €ot(4tjÄ^' — ij«)) + .... 

— S<rc Sang (Song i| « . Sot (4 j} IC' — 1) «)) — 

= 9fr(Sang (Sang t) a . Song f) «) + ^r( Sang (Song )] tf . Song (2 1; £'+*) ')) 

— S(rc Song (Song ij « . Song (2 r, Ä''— «) a)) 

+ 9(rc Song (Song ») « .Song (4 )) JC' + ») «)) 

— 9lrc Song (Song »j « . Song (4 ij Ä' — jja» 

+ ^rc Song (Song ir « . Sang (6 )] £' + *) <>)) 

— 9(rcSang (Song ») « . Song (6 j) If' — 1| a)) — — 

•• '***f'«l{«-«) 

= ^r(Sang(Sangt)a.Songi)«) + ^rcSang(Sangi]a.Song(2i}liC'4-^*)) 

— 3IrcSong(Sangija.Sang(2))Ä:'— ii»)) 

+ 31rc Song (Saug 1) a . $ang (4 >j Ä' + ij «)) + ... . 
— 9(rcSong(Songi]a.Sang(4i]JiC'— *)U)) — . . .. 



• • • 



• • • • 
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= %x&ün^tanpfl&tin^(riK'+na))+ «Ktan9($an8i|«5an9(3>)JK'+»Mi)) 

— arÄan9( Jo«gi|iitaiid(iiIC'-~i)a)) — 9(K$ang(5anfiifi«ta«9(3j)i:'— i»a)) 

+ 9(rctan9($angi)«tan9(3t)£'+i)a)) + • • • • 
— 9(rcSang(2an9i]tf$an9(5i)£< — 1|«)) — . . . . 

- "'*r®i(a — «) 

s= 9(tc$ong($anftt)<i5an9(ijK'+»|ü))+3(rcSon9(5an9i)aton9(3t)K'4 »)«)) 

— girctanjj(5flnd«I«5on9(i)K'— i)tt)) — 9C«5(»ng($an9))a5:an9(3))Ä:'— 1)«)) 

+tNrcSang(San9i)a2:ang(5i)iSC'-)-t}tr)) + .... 
— 9lr(Xanö( Jan9ijaJon9(5>)Ä'— »la)) — . . . . 

= Slr(San9(5andi|«€«>t(i}*^— 1)«)) + 9(rctan3(5an3)ia(Sot(3ijK'— »i«)) 

— atcJang (Jang jj« 6et(i)IC'+ i)a)) — 'Ärctang (iongi)» (£oK3i)i5:'+ »)«)) 

+ 9(r(lang(Xaii9i)»€er(5i]lL'— t)a)) + .... 
— ^rcSaRd (tan9i)uSot(5i)C+ «|a)) + . . .. 

BS Hfctan9(5a«9ij«6ot(fjÄ:'— ijfi)) + 9Crctan8(Ja«di|Ä6ot(3ijK'— ijii)) 
— «rÄang (5anfi ij« €ot (i)Ä'+ i|ti)) — «rcJang (tangi)« €ot (^^ 

+ 9(rcSan9(Satidi|aSot(Si}£'— 1)«)) + .... 

— 9(tctang (San9i|aSot(5i)IC^4- 1)«)) - 
Alle diese adtt Doppelreibeni m welchen die za je zweien anter einander 
henden Glieder nicht getrennt werden mOssen, haben einen sehr hohen Grad 
der Convergenzy nnd die Berechnnng der einzelnen Glieder ist so einfiM^ 
wie sie nnr gewünscht werden kann« 

Die Convergenz in diesen Reihen wird sichtbarer ^ wenn man die 
zusammengehörigen Glieder Toreinigt. Man erhalt alsdann 

AX( zang Vfl|,e8,jr-öo«27«8c«ai7«/ * * * * 



• «•• 



Funfiehntrr AhsehnUl. §205 249 

-T mcaang V@o« lOi; /i:'+ (lotf2);a&o«2% J "^ " ' * 

Die Coiivergenz in diesen Reihen ist desto gröfser, je kleiner der Modul Ar 
idit, weil die Gröfsen <^o^2t)iK, <Scg4t)IC^ @cg6i)JC^ (£o^8i)jK' e(c. dann 
sehr rasch zunehmen. 

$. 205. 
Da nach $. 170. 

log8n'(Ä + ti) Ä logy=-7 + ^og9ll(Ä±ii; — log%I(a±ti) 

ist, so ist 

,0g }/^±^ - log ^|;i? +^j = log }/^^-±^. . 

fibeu so ist 

*<^S J' »K« - "J ^ ^ ' ¥(^+") ~ '*** ''ciTöi+iö- 
«nd diese Formeln können, dem $. 37. gemäfs, aaeh also dargestellt werden : 

log|/ »t("+"> -logt/»^(''+") = 3t„2a«a(5i^^) 

= 2trc5ün8(^.;^), 



1. 



S. 



'•«j^^l+'»«»'f s::^ = ««»•»«(^.•5^). 



CMtta's /onnial d. M. Bd. XXI. Hft 3. 98 
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4. log V^?^-tl^ + log V^|;|? ^\ = 9(rc5an9 ('4^?$^) , 

Setzt man in den Gleichungen (3. $. 170.) noch u±a statt tf, und nimmt 
auf beiden Seiten die Logarithmen, so erb&lt man die Gleichangen 

'^^ ^""S V-üfK^i^ir::::-^) - »J« + '«« r ^i(^^)» 

8. ^iogl/-f4f^-I'-p-J == ,a-logj/M!L+f) 

o Wl/ ^'(^- " + ^^ — «11 — 10*1/®'^« + *') 



Aus den Formelu (8. S* 185.) Tolgt 

** »Og K |,t(« _ „) — 2KK' + '®6 »'»'(«i- u,) ' 
14. log y @i (^ _ „) — 2 ÄÄ' + '®S l' ®l'(ai-uö * 

i. S06. 

Die beqaematen Ausdrücke der Modul«- -Integrale der ersten und dritten ClMse 
welche rasch convergiren, wenn ihr Modul ft^sln |n ist. 

üa 

'@'(ttt, fl) = —»«(«, a), '(5'(tt»,a) = ,-.C(tt,a), 'X/iuiyO)^:!. l>(u,a), 

and auch eben so 

@'(iif,«) = --i'Ä(«,<i), €'(«t,a)=:t.'6>,a), D'(iii,a) = ,-.'Z)(v,«) 

)s>t, so verwandeln sich die Formein (S. und 4. S. 803.) und die Foraela 
(4. 9. €. ond 8. $. SOS.), wenn wir der Kflrze wegen 
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1 log ]/ 



^a- uO __ o/ >, 



l,ogl/Uifl±IÜ) = B(ii,«), 

» ** ' S5I(a — ui) \ f ^7 

setzen, io die folgeodeo: 

S(tt, «) = — H( w, «) + « . ^(a) und 'S(«, a) =s B («, a) — u . Q3 («), 

C («, ä) = ll;i/, «) + u .@(a) - - 'C(«, a) = B («, «) — m . ©(«), 

D («, «) = H(tt, «) + « .«(a) - - 'D(«, «) = B («, Ä) + « . J^(«X 

• ^ S(«, K'—ä) = — A(«, «) -f « . «(«) - • 'S(«, K'^a) « — G(«, o) + II . 0(<i), 

|C(m, A:'— <i) = A(ii, «)—«.»(«)- - 'C(tt,Ä'— II) = —G(ii, «) + «.»(«), 

D(tt, K'—a) » A(ii, a) — u .@(a) - - 'D(i/, K'—u) = - G(ii, a) + « . « («). 

Bezeicbiien wir uau der Körze wegeu durch [Jtj deu cykliscben Arcus, 
dessen Ctrigooometrische) Tangeute die von den eckigen Klammern ein- 
geschlossene Gröfse X ist, so werden die cjkliscbeu Areas VL{u,ay, 
A (u, a) , B {u, a) und 6 (n, a) , welche in deu vorsiebenden zwölf Formeln 
vorkommen, am bequemsten nach den folgenden Doppel reiben berechnet, 
welche man, dem $. 204. gemäfs, Gndet, wenn mau in den dortigen Rei- 
ben (3. 5. 7. 9.) ui statt u setzt, und den dadurch entstehenden Factor / 

wegwirft : 

3. ATti^a) =s [tng)}ti(Soti)<iJ 

+ [tngi)iieot(2>iA:'+i)a)] + [tng)}ti(5ot(4jjiS:'+i|«)] + [tngj)iiSot(6))Jr'-f-t)«)] + . .. 

— tt"g»l«Sot(2j)i:'— i)a)]— [tngi)fi^ot(4»|i:'— j)«)]— [tngtiii€ot(6»)^'— »H*)] — .... 

4. B(ti,a) SS ftng)]ti.San()t)a] 

+ [tngi)ti2an9(2»iÄ'+»)«)] + [tngi)tiSon9(4i]Ä:'+)jö)] + [tngj|tt$an9(6j)r+ija) j + • 
— [tDg»)iiJand(2j)K'— »)a)] —[tng»)M$an9(4i)i:':— »)«)]— [tngjjnJaagCejjir'—»)«)! — . 

5. G (ti, a) = 
ftng»)ti$ait9(»)Ä:'+))«)] +[tng»)ti5an9(3*|K'+»|0)] + i;tug)ja$an9(5i3A"+ tja)] + . 

— \iügriuZau%(riK' — >]«)J + [ingi)ii5an3(3>)Ar' — ))«)] — [tngijtiSänj {buK' — i)a)] — . 

6. H(fi, a) = 
fing») ii<5ot(i)Ä"— r)a)] + [tug)]agot(3>)Ä"'— »)«)] + [tng))ttSot(5»)l^-^ija)] + . 
— rtng»]a<l"ot(i)*'+»)«)J — [tng)]ti<i*or(3»jÄ'-|-J5a;J — ttngi)ii(5ot(5>)^'+i)a)j — . 

Jedes Glied in diesen vier Reihen ist also ein cyklischer Arcus, dessen 
Tangente das jedesmal von eckigen Klamm'eru umschlossene Prodnct ist, 

33* 



• • 



• » 
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Mit BexiehuBg anf die vorstebendeo Formeln haben wir nun dem Zu- 
SHixe 2. zu S. 201. gemäb 

7. S(tr,ii) = — H(ti,Ä) 

— i)tieor(i)Ä:'+iIfl)— )jii€ot(3»iif'+t]fl)— 7jii(£ot(5ijÄ'+i)a)— .... 

8. C{u,ä) = H(ti,ii) 



•• • • 



+ j)«5anä(2i)Jr'+»)«) + lJt<$«lt$(4»)I^'-l-»|«)4"^I•*^ön9(51)if'-f-^la)+•••• 
— il«$an9(2»iif'--))a)— i)«i«n9(3»jl''~j)<i) — »)«tan9(5)jjr'— 1)«) — .... 

10. 'S (ir, «) = B («, ö) — ))M Sang i| a 

— i;«San9(2))ir'4-i)a) — i)«Xan9(4»jA''4-»ja) — );«Saitg(6)]A^'+i]a) — .... 
4-»)t«5an3(2^ir' — »j«) + n«»5<»ng(4»ilf'— »)ö) + »ti»$an9(6*)if' — ♦)«) + .... 

11. 'C(M,a) = B(fi,«) 

— j)titan9(ijir'+i)a)^ j)M2(»n3(3»jir'4-i)«) — ij«$onj(5j;Jr'-|-iia)-~ .... 
-f ij « Sang ()jif '—>)«) 4- 1 •» Jong (3 j; Jf '— ij «) + i)ii$«ng(5»i£'— ija) + .... 

12. 'D(tt,£i) s= B(ir,a) 
+ i)ii€«tCi}A:'--»ja) + i)»€ot(3»iÄ''— j)«) + ij«<Jot(5ij^'— jja) + .... 

— >)tt€ot(»)i:'+J)«) — i)i#6ot(3))Ä'+>ja) — i)«6ot(5jjr+))a) --.... 

13. Ä(«, J'--«) = — A(ir, ä) + 1}« €of ))« 

4- iji«€ot(?i)ir'+)ja) + iii»€ot(4i)Ä:'+i)«)^ i)i«€ot(6)}Ä'+i)a) 4- .... 

— 1)« eot(2r|r— ifo) — «)« €ot(4i) r—i}«)--. ,ji« (5©t(6i)li:'— ija) — ... . 

14. C(ttf K*—a) SS A(tt,a) — i]«tängi]a 

— iji»S:ang(2ijir'+ij«)--ij»Jang(4ij^'+ij«)— i,fiJaii9(6i)r+ija)~.... 
4.ijtt$ang(2ni:'— i|a)+ijtttawg(4i)£'— »]«)+i)i»$ang(6ijir'— ija) + .... 

15. D(ir,^'-a) = A(«,a) 

— 1) » $ang (», ir'+ 1) fl) — 1| I» $ang (3 .ji:'+ n a) — 1| I» $a«g (5 1} ä:'+ 1, ä) — ... . 
+i)iitan9(i)ir'~ija) +i)«$ang(3ijÄ'— ua) + ijii$an9(5iji:'— j)a) + .... 

16. 'S (U, K'^ a) rrr — G («, «) 

-f >j«Jang(i|ir'+jja) + »)«tang(3if Af'+ija) + >|ii$ang(5»)ir'+ ji«) + . . .. 

— Jjt«$ang(i}ir'— ija) — »it«$aii9(3)ii:'— ii«) — ijutangCS^ AT'— 1|«) — , . .. 
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17* 'C(t/, K'^d) == — G(Uj ä) + TiuZm^tja 
+ ^titan(j(2^if'+)jri) + j}tttan9(4i)A:'+'#)a) + «tiJaiig(6ifiAr^+t)ii) + .•.. 

— ifK$anä(2t)A''— y)a) — ^jn^angf*») A'— i)«) — ij n Jang (6 tj ^' — i)a) — .... 

18. 'D(t/, K'—a) = — G(t#, a) + tfu gotija 

— >jfieot(3))A'— »)«) — >]ii(£or(4>)A:'— t)«) — i)iieot(6r)A:'— *)ö) — .... 
Setzt mau in den vorKtehenden Formeln ti = IC, so wird t}f#:=;iT« 
Ferner ist 

19. A(i5r,a) = -^T, B(li,«) = iJr, G(K;«; = 0, B(iSr,ii) = 0. 

Auch hat man 

I A(K—u, a) + B(tr, ö) = A(w, ii) + B(£— ton) = ^tr, 

80. [ G{K—u, a) = H(t/, a) und 

(HCüT— i/,ö) = G(ii,a). 
Setzt man in den Formeln (1 — 6. $.205.) ebenfalls ui statt n und di- 
vidirt durch i, so erhalt mau 

A (II; a) — B {u, a) = arc tng \^^ • ®" ^ sncti) , 

B (tf , a^i + H Tfi, a) aas arc tng (-*i?^ . ®--" ) , 

B (u, u) — Gt{Uf a) = arctng (sn'asnc'ö^ ^^^~j ^ arclng^A^sn'iisnc'ii. j^*^) 

A(ii.ii) -hH(ii,ii) = arctng(^-^r,4iJ.^.i;7), 
G(ii,a) + H(iiya) =: arc tng ^A . — ^— . sn « snc ir j , 
ACii,«) — 6(11, fl) = arctng(^^y^.-~")t 

\r^ ^ ^ ^ ^ ö\8n'a buch/ 

Zugleich wird mau sich eriunern, dafs nach dem Zusätze (1) zu $. 900. 
und nach den Formeln ( 7 — la %. S05.) ist : 

JB(«) — & («) s= *" sn' a 900' «, «od @ (Ä'— a) = j) — SS («), 

H (M, K'— «) = — 1) •» + A («^ tf ), 
©(«) + 4^ («)=*• "ä^/i » B(«, Ä"'— a) = »)« - G(i«, al 



St. 



ff. 
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ZasatK 1. Die Function 6 (fij a) ist ss statt tiasO und u^K; 
daher giebt es einen Werth von u zwischen den Grenzen ii = und 
tissX, fär welchen die Function G{Uyä) ein Maximum ist, und dasselbe 
gilt von der Function H(ii,a). Fär iidn Werth u^ zu welchem das Maxi- 

mom gehört, mufs — 4^~ = sein. Benutzen w^ir diese Gleichung und 

differenziireli die Gleichung S(Uya)=^ — EI(ii,a) + tf.^(a), so erhalten wir 
zur Bestimmung von u die Gleichung 

oder 

Äfll^ SS L__- 1 . 

^ ^ ^ sn^ a snc' a Sit' a snc' a (i-f- jk> iu'J^ a sn» m) ' 

und hieraus folgt durch Auflösung 

sn^a = tnc''ii[ j^^^ 

welche Gleichung sich, da ^, ^ ^^,^ ^^^0):=^ St(aj Ist, auf 

1. snti = tuc'al/|I^ 
reducirt. Hieraus folgt cn «:=-*,- | /c°c"«-^(«)^~»°c^*a.»(a) ^ ^^^^^ j^„ 
Formeln (19.) im Zosatze zu $. fOO. geniäfs, 

2. CUM = -i-.l/|-j^, also 

3. tu n = snc' n . ]/^fi, . 
Da der Formel (1.) gemäfs 

kann = ^ V^|^, also du» = 4^--^"«^--^^ 

ist, so ist 

4. da« = -i- i/|lf|, also 

6. cncii == ~cn'al/4^;. 

Für den durch die Formeln (1 — 6.) bestimmten Werth von u ist H(ti, a) 
ein Maximum; nimmt mau aber das Complement iC— v statt u, ao ist für 
diesen Werth 6(«r,<i) ein Maximum. 
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Z u s a t z 2. Die Formeln im Zasatze zu %, SOS. und %. f 03. geben nun 

S{%\K') = |(l+*).i,-^»rctng((l+*).5*;-^), 

C(u,\K') ^ -Kl-*).« + iarctng((t+*).i^), 
n(«,iA:0 = i(t-*).ti + iarctng((l+Ä).-^), 

SaK,a) = |Ä:.^(a)~iarctng(:i— *0.^), 

CdJT,«) = |ür.e(«) + iarctiig((l-*0.|^j, 

DaiiC,«) = liS:.Q3(a) + ^arctng((l^*0.^). 
Ferner ist 

'S(tt,4iC0 = -i(l-Ä).ti + iarctng((l-.*).^), 

'C{u,iK') = ^(i_Ä).ti + 4arctng((l-.*).^), 

D (tt, 1 K') =: ^ (1 + *) . « + iarc tng ((!-*) . |J^) , 

S(iJSr,fl) « -ilf.i»(a) + iarctng((l+*').S), 

'C(iK,«) = -iiSC. ®(«) + 4arctng((l+ife').£^, 

'D(iÄ» = iJS:.yp(a) + iarctng((l+*').^). 

S. t07. 

Die bequemsten Ausdrucke der Modolar- Integrale der ersten und* ddtten CiMM, 
welche rasch cmvergirea, wenn ihr Modul ifc^ sin^n ist. 

Da 

(S,(u, ai) = i. S(v, a), 6(v, ai) = i. C(«, a), 5D(i», «t) = ». D(i#, a), 

■nd eben so 

'@(«,«») = »•'S(«,a), '€(tt,af) =a «VC(ii,a), '!D(tt, ai) = t.'D(«,a) 

ist, so verwandeln sich die Formeln (4. 5. 6. S. SOS.) nntt die Formeln 
(S. % S03.) t wenn man zur Abkürzung 

setzt, itt die folgendea: 
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C(«,a) ar —«.G'(a) + B' («,«), 
g I D(«, «) « 11 . H'(a) + B'(a, «), 
'« (tr, «) =5 — t» . H'(«) + H' (a, «), 
'C(tt,a) = «.G'(«) + H'(ii,ii), 
'D («I, «) == « . B' (a) + H' (o, II). 

Die FuBCtioiien A^(a»«)t B' («,«), 6^(41,«) aud H'(<i>«) siod dieselben mit 
A(u,a)f B(ir, a), G(ti>a) and H (11,11), wenn man in diesen a mit ti ver- 
tauscht und Rtatt des iModals k den conja|;irten k' nimmt. Setzt man in 
den Formeln (7 — 10. $. S05.) ai statt a, indem man die conjugirten Modul 
vertausdit und die Gieichnngeu durch i dividirt, so erhält man 

A'(a, Ä— a) = >)'« + H'(fl, «), A'(1C'~ «) = B'(«), 

B'(a,K-tt) = — i)'« + A'(a,tt), ^^^ .^^ B'CX'-«) =. A («), 

B' (a, iC— «) = ij' « — G' («, «), G' (Il'~ a) = H' («), 

G' (a, Ä— ti) = 1,' « — B' (o, II), H (K'— a) s= G' («). 

Setzt mau in den Formeln (C.) noch K — u statt ti, so erhält man 

(ä:— «) . B' («) — i)'« + G'(«, ti), 

-(JSC-ii).G'(a) + .,'« — G'(ii,»), 
(K— «) . H'(a) + ,,'a _ G'(«, 11), 

-(K— II) . H'(«) — >)'a + A'(a, fi), 
(K~«) . G\a) — j)'a + A'(«, u). 
(Ä— II) . B' («) — Va + A'(tf, «). 

Beseichnen wir wieder der Körze wegen durch [X] den cyklischen Arcus, 
dessen trigonometrische Tangente die gegebene Grölse X ist, so haben wir 

ft. k'(a,u) n [;tng)]'a€oti)'ii] 
+ [tng»)'a,€ot(2i)' JC+i)'«)] + l«Dg)j'a.i5ot(4>j'Ä+ »i'«)] 
— [tngii'«.€et(2i)'JiC-- V«)] — [tng»)'«i.^oK4)i'JK:— ij'ii)] 

+ [<ngi)'a.€ot(6i)'JSC+i,'ii)] + .... 

— [tng»)'ii.6ot(6»j'JS:— i,'«)] — . ... 

€. B'(<^ii) SS [(ng)}' a. Sang t)^ti] 
+ [tngi)'«.$and(2i|'Ä+),'ii)] + [tngi)'«i.5an9(4»)'Ä+j)'tt)] 
— [tng»|'«.$0B9(2»)' K"— 1)'«)] — [tngVa. $ang<4i)'Ä— i,'«)] 

+ [tngj,'ii.$an8(6i)'iC+ij' «)] + .... 

— [tngt)'a.$ang(6i)'JiC+i,'t«)J - 



S(Ä~ 


-u,a) =» 


C(ä:- 


-if,a) s= 


D(JC- 


-II,«) =s 


'S(Ä- 


-11, a) = 


'C(K- 


-11, a) «5 


'0{K' 


-11, «) s=» 



• • • • 
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7. G'(ihu) CS 

[tng i)'«i$an9(i)'K+ij'i»)] + [tngi)'«.taH9(3ii'Jr+V«)J 
-~ ItBgi)'a5aiig(>)'Ä— ij'«)] — [tngi)'a.$an9(3ij' Ä"— »)'•»)] 

+ [togij'a,$an8(5i)'ii:+i)'ii)] + . . . . 
— [tag V« . Sang (5 jj' iRC-^i)'« )] — . . . . 

8. H'(a,«) a 
[tiig)|'a.6ot(ij'Ä— ij'u)] + [togi)'«.€i>t(3i|'Jr— ii'n)] 

— [tng»)'a . €ot Cij' J5C + ij'i»)] — (tngi)'«. €ot(3 ij' Ä + if'u)] 

+ [tngij'a.€ot(5ii'JSr~ij'»)] + . . . . 
— [tDgij'«.€ot(5i)'Jr+ n'u)] — . . .. 
Hiernach ist also 

A'(fl,0)=jT, B'(«,0)=0, G'(«,0) = 0, H'(«,0)eO, 
A'(a,Ä:)=:i)'«, B'(«,Ä)ari}'a, G'(tf,K) = )|'«, H'(a,Ä) = iT— i)'«, 
^r— A'(Ä'-tf,«) » B' («,«), B'(K'-a,u) == 43r-A'(a^«), 
G'(lC'-.a^M) s E'ia,u) und H'(iC'— «,«) s G'(4!»v). 



0. 



in den Fonnelo (8) das Argument ussK, oder in den Formeln (4) 
das Argument ussO gesetzt, «o erhält man 



10. 



d(ä;«) = 

'8iKa) = 



JC.B'Cä) — !)'«, 
JiC.G'(a) +<]'«> 

iC.H'(a) + i5r —»)'«, 
JC.6'(«) + i5r-i,'«, 
Ä. B'(a) + ir— i)'ä 



Sobtrahift 



II. 



S ( JST, a 
C{K,a 



— 8(K-u,ä) « 

— C(K— «»,a) = 

— D(Ä-i»,«)« 
— 'S(Ji:~ir,o) = 

— 'D(iC-t»,«) « 



f«.B'(a)-G'(«,i»), 
•«.G'(a) + G'(a,«#), 
i».H'(a)+G'(«,f«), 

.|».H'(a)+i«'~A'(«,t«), 
«.G'(ii)+iap— A'(«,ii), 

M.B'(a)+i5r-A'(«,i«). 



Mi^ Beuefanng anf die Formeln (5. 6. 7. 8.) erhalten wir nnn die folgen- 
den xvr Berecbnong der Modolar- Integrale der ersten vnd dritten Clasae 
beqnMUiten Formeln. 

CniW< loannrt d. M. Bd. XXI. Hft.S. 34 
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,v, , -»,, , , 2»;'«.sin2«'« , 2M'i<na4>^'« , ^T'utmfm'a . Sn'usinßi/a . , 
'O/.. /.% H//« .A 2iy^tt8in2)?^a 2iy^i«giQ4t/a 2t/«/»iii6iy^ o 2iy'i«sin8i7'a 



13. 



_., . „,, ~ , t j. / I 2«'M.p*8in2»)'« 2w'« . p* «^4»;'« 

Dc»i,a)-H'(a,«j + r/Mtngn'«+-^e£2?]r — "nSi^rZÄ " 

, 2f/u.p * mn6ffa 2fi'tt . p* sin 817'a , 

in welchen jii = ^"^^ = e ^' ist Ferner hat man 

^,j. . , 2,/KsLu2n'* I 2i 7'iftin4y'a 2»?'iK«in6y« i 2»?'Ä«^^'« • 

Ci Ä, Ä) es )j a— -^nni"-/-^ - -r "ein 4 ^,jf — ^i„ 6^- "l- ©„ 8r/iC ^ * — 

I^A»«; — 1«+ @iö-2,;/Ä T ein4i7'Ä "•" ©meV^ "^ ©inSiy'Ä **"*'** 

/c/K- \— 1 ' 2>;'K8inV? gy^Jfs in4iy^a 2 y^Jbm6iy ^a 2ti'KiA nSti'a 

h(Ä,a)— jir— ))a ^jä2,'Ä Cin4i7'Ä' ©ittöij'Ä" «i«8Vif" '"* 

UÄ,o; — tT-n«+ ©ini,:,/« "" ®in4^'Ä + einei^'Ä ~~ ®n8)y'Ä "* 

Die Modular- Integrale des Arguments K — u werdeu berechitel nach deo 
Formeln 

C(Ä',a)--C(K-«,«) =a 

-,, . 2»/«8in2)7'a , 2j^'M_8in4»/a 2 <;''m »in 6 i;^a , 2 y/w ain 8 fj'a , 

I r- " ■ _i "^ ?'" *!" rl/'" _t. 2i?^«8fn4i'/ 'a _, 2]/M8in6i7*a , 2r/uKa^if 9 , 
14,/ ^^*''"^+'«in27Ä~"r' @in4i7'Ä + «inÖiy"«""*" 6iB8i?'Ä +•'•• 
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fSf 



iv A{a,«) gji„2^jf —-einf^lT 6in6i?'Ä ©inS"^^ •*•• 

''C(K,a)-'C(Ä— «,a) sr= 

'D(Ä, a) ~ 'D(#C— «, a; = 

1^ A.//. >.\ > II /_ I 2};'«p*8b2i!t'a 2i7'MP*8in4>/n , 2i;'up*siii6r'a . 

Vertauscht mao in den FormelB (21. S*'06.) a mit u und den Mo- 
dal k mit k\ 90 erhält man 

A'(a,ii) — B'(a;,ii) = arcfang^si/nsnc^a. — -j oder 

i T - A'{ih «; + B'(a, 11) = arc tang (-„r, Vn^;, ' Ji^) ' 
B'(«,ii) + H'(«i,tt) r= arclang{?"~ . ^--), 
9' (o, k) — G'(«, tt) «BS arc lang ( ." 7" . A' sn m snc fc) . 
1*. ^ A' (o, ti) 4. H' (a, «) « arc taug i^'^,' .—^. -.) oder 

^ ' ' V ' / B Villi'« snwsncw/ 

4^«" — A'(«^«) — H'(<i,«) = arclaugr-T^.suttsuc»/), 

G'(«, II) 4- H'(a, «) s= arclaug (aa'a «nc'rt . * -^"**') , 

A'(«,ii)~G'(«,«) = arctang(^"~-.-~'-) oder 

I ;r ~ A'(fl, II) + GXa, ti) c= arc tang (*?^ . — "- ) . 
Aufserdem ist dem Zuj^atze zn $. iOO. gemäfs 



'_» 



B'(a) + H'(«) s= 



sn'asnc a 
an*o 
snc' a ' 



lt. 



l 



B'(«)-G'(«) = *\^ = ^f.l 

A'(a) — H (ö) Ä - ,-- 2= — 7 , 
G' (n) + H (ö) = &'^ flu' a «nc' n , 
A'(a) + G'(a) » *"'''" 



sn'a 



84* 



17. 



t<0 i*« ^f* '«'*'>• •«"# Theorie der AIod.-^FwM. ufti der Moi^-Uiegt. %. 206. 

Setzt aum fa den Fomda (IL — 14. S,f(Nk) Bodi ui für «^ lai 
die Gleichmig dardi ^ ea «Irift mui 

mein (1& S. MO.) gemift iet 

Doroh die Forneln (17. ond 18.) laMen eidi diejenigen (• MM. nnf die w 
eben entwickelten nnd nmgdcebrt dieee nnf jene nnrdckffekren. 

Anmerkung. Da, wie die Erfahrung lehrt, die Bf odniar •Integrale 
der iweiten nnd vierten Classe, wdiAe Ton Irirperboliachep Art eind, In 
den Anwendungen (der Mechanik und GeoflMtrie} netten oder vielMdit 
gar nicht vorkommen, so übergehen wir der Kttne wegen die Znaanupen» 
«teHung der Reihen^ durch welche diese Integrale auag edrflekt werden. 

%. <0& 

Reiben f&r die Quadrate der acht Hälfe -Fonetionea. 

Erheben war die Reihe 

sum Quadrate, vid madien wir Gebrauch von der Formel 2(£oda€o<6 
SS $otf(a4-^)+S^<(A — ^)f ao erhalten wir eine Reihe von der Vorm 

^^ = « + 2a€o«2i|fi + 2aeo«4i)fi + 2aSo«6i)ti + ...», 

und fdr das Anfang^güed a die Reihe 

a = l+2^+2y*+2f* + 2^ + 2/«'+.--., , 
welche leicht summirt werden kann» Setzen wk nämlich in der bekann- 
ten Reibe 

1/2^^= l+2f^ + 2/ + 2y» + 2f» + 29«^+.... 

f^ statt q^ d. h. statt des Moduls k dem % Sl. gemals den nächst klei« 
neren Modul \ ss y^—^^ also statt des Quadranten MC den kidaeren L 

=^-^—.lS^> so Ter wandelt mch diese Reihe in die Reihe ay daher ist 
a « ^(i+^= ^\±^: « l + 2f + 2^* + 2«f^+2ir + 2^+_ 
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las 

Die flhrigefi Coeflficieiiten ä, ^ ^ eto* werdeo leichter reewrireiid g^te* 
den 9 wenn man bedenkt, dafr in Anwendong der itoseicbming x ^si 0P^^ 

&i(m+2K0»~.®lM iflC Setzen wir aber anf ftknlicbe Art, wie in 

f, I86by in der Beflie 

•?!??« Ä + aV +«V +«V +«V +.-. 
U'\'2Kf etatt if, abo -^ etatt x^ so erhalten wir die Gleichnng 

i t a 4 t \ 

— ]i^^ T'~ ^ ?* ^ 9* ^ «* ^ 5* +••.. 

s 4 « • 7 ^ • 

4. ■ ^ 4. f^— 4- ?-?lf 4. ?5I: 4- ?iJ!r'^ 4. 



nnd wenn wir in ihr die ersten oder anch die zweiten Horizontal* Reihen 
identiiieiren 9 ao erhalten wir übereinstinunend die folgenden einfachen Be* 
atiauanngen : 

umt^m, mjamm.f^ m^0.fj äää.^", iissa.f^% «sa.^^, ...., 

welchen gemab der Coefficient a allein noch nnbestinunt bleibt» Seteen 

wir, was erlanbt ist, a^Ba^maq^ indem wir a als noch unbekannt ansehen, 
so haben wir 

«ssa.afy «cs«•f^ assa.ttf', «ssa»f^% assa.af^ a = a.9^ u.s. w» 

Snbstitniren wir diese Werthe nnd setzen A:ssain9, also A:'scosO, so 
erhalten wir 

' +29*«(£od8i)ii + 2ay^ee<10j)«i-f -..Or 

nnd diese Reihe verwandelt sich, wenn u^iK statt ir^ also i)«+iTf statt 
^11 gesetzt wird, in 
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% SM. 

Xat Wickelung der Quadrmte der Modidar-FmietieiieA deqenigeii Argumenles u^ iur 
welehes die Funotien VLiu^ a) oder 0(tf| «) ein Mwimuoi «st. 

Schon im Znsatae (1.) zu %. 206. worden die Modolar-Fonctionen 
des Argamentes u hergeleitet, für welches die Fonctioii 

eiu Msximom ist Wir leiten hier dieselhen Formeln noch anf eine andere 

Art her. Soll H («, «) ein Blaxiami» aeiB, m» mi£i — 4-^ = seiii aod 
»I0O den Formela (6. % tOO.) genib 

Mokiplioirt man diese GlekAnof mit $C(«~«I).J^((«4-«*)» ^ «rlüUt bim 
jg)l(a+«i).^l(a— «t).ig>(a— «•) + J5>r(«~-i«).^l(« + «0.4^ («+«») « 0, 

oder ^l(«+«0.^^-^+$l(— «O.^'^itüO^O, oderauch 

rfw<«+«'0»»t(«-'«<)i ^ 

weou nacb « difereasürt wird. Da aber nadi g. 191. 

^r(a+i«).J^l(«— «) as « — j^r _ , 

also J^ICm+^O'-^JK«— •"; «= ^*^ -^ 

ist, so ist die vorige Glejchoag einerlei mit 

mu.d^Va-^-KX'u.iW^m = oder ^0= ^=^1^' 
aad 4a g|l^ =*««»'« •»»? •» «^ 

Sil'« « k'-aHT^li - T*|pä-«(;) - ^*"« •> • ili)' 

wie im Zusätze za $. 206. Ceberiwapl köanen die Formela im Zusatse 
20 S. t06. aach also dargestellt werden : 

sä'« « i -dlii-« ' „od •*' • 'rfW^' 

ca'tf s= - . ^^.-, la « = p-. j|i,„. 

Setxt mal aao in den Formeln (2. %. 808- ) a statt u, und differenziirt 
M'irklich die Reiben, fnr die Quadrate der hyperboUacbeu Fanctiooea in 
Aasebang des Argumentes a, w erbäit man die Formeln 
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Bü^U SS 






cn^ti SS 



qeiiittf6faai7*+2g^co^tfCin4iya4^g»aip|gem6yi449^ •costggtn 8iy a+6g* •sin4ggtwi0yfl4- .^. 



gm»itf6to2i?q+2g*8migetn4fyfl-f3g»c<H4g®iitfaya-|-4g > •sin^gtaSy+Sg* *eos4^gtn lOiyi 
9cwi0gin2]7a— 29«8iiii0gin4^a+39»cosi9gta69a— 49^ •sinltfgtnSfa+ö«* »co^idginlOi^i 

tn*ii SS 
g«iiiitfgip2iya— 2g*co8iggtn4i;a+3y •8in|ggiri6iya— 4q ^ •co8t^gtn8f;q-f5g« •ainjggtnlOyt 
qmieen(2^o'i'2q^eoBie9in^a+3q*mnidein6fia+i^^ *8ui|9giRlO]7« 

in welchen Asssind und k^sscoaO ist und welche das Argoment u be- 
stimmen, för welches die Function 

B(u,a) CS G(K^u,m) 

ein Maximum ist Es ist indessen die Rechnung nach den im Zusätze 2« 
S. 206. aufgestellten Formeln nicht minder bequem. 



•••• 



Sechszehnter Abschnitt 

$. 210. 

Neue Modular- integrale 9 welche von denen der zweiten Art und sweiten Classe 

abhängen. 

Betrachten wir zuerst die beiden von a und u abhängigen Modniar« 
Integrale 

M — /* ^ ^ a*dna miu . du 

"^v/ 1— Icsnasntt ' 




iV=/ 



kenadnaBnu. du 



i+ksnasnu ' 

so erhalten wir durch Addition und Subtraction 

« /a^ mT\ /* Ä* snacDadnasn* 1/ . c7ii ^ ,^ . 



daher erhält man, wenn man diese Gleichungen aufii Neue durch Addition 
und Subtraction verbindet, die Formeln 

Cc«Ae*t Jottnal d. IL Bd. XXJ. UfL 3. 36 



«, 
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1. / • 

/*A:cnadno 8iiii.(/i^ tiw » /y > üw /^ ^» ^ >•. 

y "l+fcsnasuu ^ 9trc5an9(*snca) ~ 9(tc2:anfl(* sncasucu)— @(ii, a). 
'na , t""" = ^+— .i ^ und ^"»^ = 

11 1 . 

snä' i+ArsnasD ^ ist) SO erhält man, wenn man diese Gleichungen 



811 a 



noch mit cnadna.tfti muUiplicirt und iategrirt, 
/^^•T=^l^^i = ^.ti+9(rcJan9(*snca)— arc$an9(Äsncasncti)+@(ii, a\ 

Betrachten wir nun die Integrale 

M ^^^ r kcnca dii cogncu. du 
"^ J 1 — A^sncasucu ' 

irr .^ r ^ cnc g dnc g snc tt « rfii 
"^•/ l-f-ibBncasnci« * 



und beachten, dafs 1>- jfc" roc^ a anc^u = .^l'Ii=i!. ?"'/ ^°' "> fet, «o erhal- 

da* a an* u ' 

teil wir 



Hilf- ZV) =y i^fc»„..^«^ = «(«»«> 

Daher ergeben sich die Integrale 

' /* Irene« dneg snc u.i/u cw a. /i. \ ■ «r/ \ 

/* %- cnc o dnc g snc u • tf u <w ,o // _ ^.\ /r/^, \ 

y -TT^s'^caM.c» == 9(w5an8(Ä.n«8nii)- €(«,«). 
Da ^ " — '^^^^ — = + »'S und eben so 

i — ArsnpasnCM snca ' sncg 1 — ^sncgsncu 

k snc u _^ 1 _^^ 1 1 • . 

14-^sncgsncu *"*^ sncg sncg *l-|-^sncg8ncu ' 

SO erhält man, wenn man die beiden Gleichungen mit cncadaca.iitf mul- 
tiplicirt und integrirt, 

/y^- .' — 7— " = ?— • u + 51rc5ana(A?snrtMiw) + €(ii, ä), 
tnca 1 —A: SDC08UCU tncflp ' ^> / i v ^ /? 



•/ tncg 14-*sncgsjic« tnco ^^ / • \ , / 
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Da aber q.(u,a) + ^ « = JD(«,«) ist, so reduciren »ich die beiden Glei- 

wie 4 

cbangen auf 

/^^' i-ic^camcu = S^^ («.«) + 3(rc Jang (Ä SD« Sil u). 

$. 911. 

Integrale, welche von ModuUr«' Integralen der zweiten Art und vierten Classe 

abhängen. 

Betrachtea wir zanäcbst die beiden Integrale 

ilf = /_J .JIÜL-^, 

«/ snasnco tno — tnu' 



IM — /* ^ tm < . dfu 

«/ SQasuca * tua + tnii^ 
• 

SO erhalten, wir durch Addition ood Subtractioii, 



i/mg_ 7\r\ /* * tn^u.du /*^f! Bu^udu 

*^ ' y sna suca'tn*a — tu*!« ^^ Ina 'm^ a — 8ii*7i * 

Die wirkliebe lutegratioo giebt 

iCM+AT) = tHrcJan9(^)-3trcSan8(dna), 

iCüf— N) = '@(ti,Ä— a)} 
daher haben wir die beiden Formeln 

vk tnu - , tue , in« ^ Ina . . ... 

Da 1 — =— 1+^ 1 — und ^ — -r~--«sl — , r ; — ist, so erhall 

man, wenn man diese Gleichungen mit ^ — muhiplicirt und integrirt, 

^ ^/5'.Vu,^?n^=s^+ä'"ä"»9C-:)-s'«*«"<>(''"«;+'e('^«-'>). 

»6» 
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Du » 8s ---- «tf 4* «tras-- •!* + •!! iw, 80 UV ■■ 



+ '6(if>£~a)= '€(«. JC~a)+^.if, and m 4wf daher in deo Tori- 



gen Formeln i^ii+^6(ti,jr-«) fitr ~^^ + '^{u, K^u) gooedt 

werden, oder Mcfa ^i^-^+^iC^C^^)! ^^^ Formeln (•• %. 121.) gemifiL 
Untenmcben wir nnn die Integrale 

"^ J an« — fDM '"*"•/ tna+iDM ^ 

so erhalten wir 

Die IjU^;nUum idbit giebi 

8n*a 

daher die Pormelo 



l*/ sna — sni« ^^ ^ ■ 



9(rc tang (|?~) + 9(r(rS<ind(aBea), 



in welcbeu «neb !?mbo« fär 9(r($aiid(sncii) gesetzt werden kann. 

K, tat _J5^_«t-._J!afL_ «,rf *"" =-1 +_«£_. 

sna-f-snu 8na«]p-8ntf sna — snu ' sn« — sn« 

Multi^cirt man diese Gleichungen mit ^.du^ss ^Bf — ^>.iu nnd integrirti 
so orhiflt mao; mit Benntzvttg der vorigen Fonneln^ 

nnd da nach f. Itl. 

ist, so redaciren sich die Formeln anf 
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Die L-Ul. *=/^^^^ "d *-/=:;^ «eben 

datier bähen wir die Fomeln 

woraos wir noch sogleich die beiden folgenden herleiten: 



also hahen wir 

Hierans folgt sogleich 

D» aber ifc^sna siica.«i + ^^(t^JK— a) a '^(»/JT— a) ist, ao redaciren 
■idi die beiden Foraela «if 
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inm ■ ma ^ dnca _ • anca 



in«snca tna ' anca loca * n« ' 



+ '6(ii^£~a)s '€(«. JC~a)+^.ii, and et darf daher in deo Tori- 
gen romein i^^ii+^6(i,Jr-a) fitr s^ + '®(«. Ä-a) g^edt 

werden, oder Mcfa "i^-^+^iDC^A)! <l^n Fomein (•• $. 121.) genifii. 
Untenmcben wir nnn die Integrale 

"^y an« — mv '"*"•/ sna+ann ^ 

so erhalten wir 

,/mjrt m7\ /^anacn«dna<{ii « « /at htx /^Gnndnaflnif.civ 

Die IntofntMHi Mtübat giebt 

• 1 r- 

sn'a 

daher die Pornelo 

-ä) + «rcf «ng^— ) — »rcSAttdCme«), 



1^ sna — sni« ^ ' ^ ■ 



in welcbeu Mcb !?amc« fär ^rcSang(sncii) gesetzt werden kann. 

K, tat _J5ii_«i-_J!ai_ «od — 5^^^=:-l+-i°£— , 

sna-f-snu 8na«^8ntf sna — snu ' an« — an« 

Multi^cirt man diese Gleichungen mit ^ . rfg as "^ -.du nnd integrirti 
so orhüt man; mit Benatzvng der vorigen Fonneloj 

und da nach f. itU 

ist, so rednciren sich die Formeln anf 
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dna n u^du 
tii«*8na 

4. . _. 

Bau . QU 




8iia 






Die lnteg«le ilf=/^l5^ o„d ^«/^l^r?^ ««»»«^ 
datier bähen wir die Formeln 

woraus wir noch Begleich die beiden folgenden herleiten: 

6 / ^ 

%/ c&u + eiia 8oca ^Xcnco/ * ^ ' ^ 

^- ^ */ »n*a— an*tt ^^ ^ 

also hahen wir 

Hierafu folgt sogleich 

D« aber *»sna snc«.«i + '€(«^K—«) =« '©(«,Ä"--a) ist, so redociren 
•idi die beiden Formeln uf 



7. 
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VerbiDden wir die beiden Integrale 



SO erbaUen wir 
..mm . ä7k /*cncadncasncM.rfM /*snacaMdnii.rftt -|^ ^ fsnu\ 

• 

und 

, ^«^ mTN /* cncadiicosiica.dll /*UiCa dncadn'ii.du --^, ^ . 

datier erbalteu wir 

/cnc a dnc a . c/ m ;;^ o», /sn i«\ . ^ä. ^ »^ 
- -~ - = 9irf Jana ( — ) + '^(u, K — ä) , 

9. ( ^ 

[J sncu^sn^ a ^ ^(rcJang (—)-«> (ff, JC-«). 
Es können diese Formeln aucb al^^e dargestellt werden : 

10. / • 

/'diica ancu.du dnca ^ « o. /snu\ ■ /-v/ ä- x 

Verbinden wir die Integrale 

"^%/ cnca — cucK ""^•7 cuc a 4* cnc u ' 

' 

so erhalten wir 

i/ÄTi ii7\ /*snc« cnc a dnc a.cfw /^snasucaixi^u.du /as/^ «r \ 



und 

./M# mT\ /*sncadni^encii.4/u /^cnasniidnu.du rw <> /cna\ 



— 9(rcSang(cna): 
daber die Formeln 
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Man leitet hieraus noch die beiden folgenden her: 

Pinea Anea ewcu.du 



enca — cncu 



Am. C 

/tocjor dnc a cnc u.du 
cuc a -f- cnc II 

= '^ -'^(n,K-a) ,+ 9(tc$an9 (^) - 9(fc taug (cn a). 

S. 212. 

iDtegraley welche von Modular« Integralen der zweiten Art und ersten Classe 

abhangen. 

Verbinden wir die beiden Integrale ^ = /^. J^ÜIl-^^.dii und 

® •/ sn'a 1 — cn'« cnw 

^^=^/ TTTT« ! ■ ^^/ ^ — .«ti^ SO erbalten wir 

%/ an a 1-^cn'acnu "^ 



''^ ''~y tn'o*!— Ä'"«7cli»^"Vcnc'»«a+t»tnc'»o.8n»B)"~^^ ^' 

O 

und wir haben akio die Formeln 

/dn'a cnii4-cn^a , . /A.cnc?/\ , ^^ .^ jy, v 

sn'a 1+cn'acnM ^XAr'cnc'a/ ' ' 

/dn'a cnfi-*cn'a • . /IkcnciiX *>-. «r/ n 

iz7--i 7 .»u = arctanglTT — r~) — S(ii,Jk' — «); 
ao'a 1— cn^acnu ®\ik'cnc'a/ ^ 



welche sieb auch also darstellen lassen; 

/tn'adn'a.(/u u , . /X-cncuX o /^. «r/ -v 

:i ; » —7 — -ZT- + arc tang (7:; — r-i — S (n, K! — a) ^ 
l^cn'acnu sn^asnc'a ' *^\ik'CBC'a/ ^ ' 

Vi ■ , = — ; 7 arc tang [rri — 7— j — S («, K' — a). 

l+cn'acou an'asnc^a ^Wcnc'a/ 



Auf gleiche Weise findet man die Formeln 

/dn&a dnii — snc'a • * ^A^niiX o/^. »^z ^> 

I y^?^ 5»"±??Jf..rf„ = arctang(i^) + S(ii,lL'-a), 

*/ cnc'a l+snc^adnii »Nsn'a/ • ^ ' 

welche sich auch also darstellen lassen: 

fincfa A- ^ ._«__ + arc tang (^^^^S(u,K^^a), 

\J tnc'a 1— snc'adni* an'asnc^a ' ® Vsn'a/ ^' 

\r^±, ^^ ^" =-r---7 arctaiig(^"-")-S(tt,iC'-a). 

J tnc'a l+ane'adna sn'asnc^a » Xsi. a/ 
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Da -J?ni « L j l mid «»^ ^ 

l — cii^acnu cn'a '^ cn'tf (1 — cn^aenu) 14*CD'aenu 

1 1 

— . ist, so erhili mm, wenn man mit »n^adofa.äu 

diese GieichuDgen maUiplicirt und integrirt, 

1 — cn^acnu 
1 — Uk^aeau 



5. 



ist, so redacireu sich die beiden Formeln auf 

/sn^adsk^atnu.du . fkencu\ , g^/ z^^/ x 

— i ; = arctangl^- — -7-1 + C (ff, Jk'— «) , 

f o 

— r-r — ; «= ÄTCtangi-TT— -7-1— C(ti,lL' — fl). 

l+cn«cnu ^Nfc'cnc'a/ ^' ^ 

Weise lamen sich die Formeln (4.) urnfbraien in 

/ "^i'-^'.t -r = ««'«.,(^)+D(.,K'-.), 

Setzt man in den Formeln (7. $. Sil.) ui statt ti, indem man zugleich k 
mit k' vertanscbt, so erhält man 



7. 






und auf gleiche Weise verwandeln sich die Formeln (8. S« 2110 in 
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%. 213. 

btognüei welehe von den ModoUtr-Integralen der sweitea Art und dritten Ciasso 

abhängen« 

Setzt man ia den Formeln (4. S* 1^110 ^ — ^ ^^^^ ^ und nt statt 
«^ M erhält man 

, r'1lt:Z-" = «c...«(^)-"'a + 'S(.,.), 
!• < • 

I /'Xi'^sn'acn'usnu.dii ^. /tn'aX ^_#^ /o/^. ^\ 

' / 4-Tin = arotangl— — -j — am' a ^- 'S (ti, a). 

c/ 1-t-do'asnu ^VsnCM/ ^ ' ' 

Aof gleiche Weise verwandeln eich die Formeln (3. 8« Sil.) in 

/A:^8n'osnc^a.(fu /n/. \ i a /tn^aX . 

, , , ' = 'C(ii, a) + arc tangf ) — am'«, 
1 — dn'asntt v ^ / i ■»VsncM/ ' 

/Ac^sn'asnc^a.c/ii //^/^. % x /tn'aV , / 

i+da-««,« = 'C(«,fl)-»rctaDg(^) + am'«, 

und die Formeln (11. $.211.) gehen über in 

m«uu CS 'D Cfi, a) + arc tang ( -^^ )— arctaug(-r cuc'«) , 

51 / o 

" ^*L"-„-!i M 'D (u, a) — arc tang ( 1 + arc (aog ( - cnc' a) . 

• 

Sie können auch also dargestellt werden: 

/sn' a in *a cncu. d u 
l-»cn'a cnctt 



= 'S(tt,a) + »rctaBg(^^^'') - arc tang ( J cnc'«) , 

/sn' g dn^o c nc u.du 
i -|-CD^a CQCU 

= _'S (u, ä) + arc tang (^^"^) ~ arc tang (^ cnc' «) . 

Setet man in den Formeln (7. S«S110 K-^a statt a und nt statt a, so 
erhalt man 

y J^Bn^nc^^. =. arctang(^)-'C(«,«), 
und auf gleiche Weise x^erwandeln sich die Formeln (8. $.211.) in 

/k^sn^ann&ainu.du , /sn'oX , /n/-. ^\ 

— 3 r: } = arc Ung l; — 1 + 0(u, a), 

^* \ rk^ sn'asn&ainu du sw\, \ a ^/sn'o\ 

i / — A — m — ; =s 'D lu^ «) — arc taug l r ~r ] • 
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9. 214. 

Relationen unter den Modnlar^Fanctionen und Ampfitoden aswcier Argumente m imd tf, 
wenn die Moduln jener Functionen ein gegebenes Verhaltnüs zu einander haben. 

Im Nachfolgenden beziehen wir die ModoIar^FiinctkHien der Ar^ 
gomente u und a sammi ihren Amplitnden auf den Modal k, also beim 
Debergange zum conjugirten Modal aof Ar^ss /'(1-~A:^), hingegen die Mo- 
dnlar-Funclionen and Amplituden der Argumente r und i auf den Modal 
K<ik, und also auf den Modal K^'^k', wenn der Modul K mit dem con* 
jogirten verlauscht wird. Das Yerhältnifs der Modal k and K zu eiaan« 
der betracbten wir als gegeben. Es sei 

j. Ä. = A:snca/ 

dann ist K^ s=: üuca, und es drfickt diese Gleicbung, wenn sie durch 

dna 

vorgestellt wird, schon das Yerhältnifs der conjugirten Modul zu einander 
aus. Die den Moduln k und k' zugehörigen Modular- Quadranten seien, 
wie bisher, K und K'j und die den Moduln K und V zugehörigen Mo* 
dular- Quadranten L und L\ Für assO ist K^ssk^ also L^ssK and 
U'sszK!; für a^K ist KssO^ also JL=:|t und JL^s=i; daher ist im 
Allgemeinen 

iL zwischen den Grenzen K und \ic and 
( L' zwischen den Grenzen K' and ^ enthalten^ 

wenn die Gröfse a reell ist, wie wir hier zunächst voraussetzen. Mit Be- 
ziehung auf die vorigen Modul K und A: sei nun 

4. amcr = amctf> also sncrsssncti^ cncr = cncif und tnct^ = tiictf. 

Die letzte Gleichung iht einerlei mit Vtnr = A:'tnii^ und reducirl sich in 
Anwendung der Gleichung (2.) auf 

. tnr s= dnatnti^ also snp = r7=TT — ^,^ *f " — ---. und 

U 1 V(l— Jt* 8n*«8n*«) 

cni< 
y (1 — fc* sn* a sn* u) 

Die Gleichung snct> = sncti ist einerlei mit ~-=:^, und wird die vo- 

° . dnü dna 

rige Gleichung benutzt, so hat man 

If (l — fc* su^o8n'u) 
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Es Ui übrigens auch A.8ucasucti mid al^o 

?• duct> 5= /^(l — Ä'snc'aanc^tt) = , — -v 

^ ^ an a dn u 

Da nach %. i%. dna tuii ==tang(— — ^-— -^^^—-^ ist und auch 

Awatnu :=: tnv ^=:^ tangamr, so babeu wir die merkwürdige Relation un- 
ier den Aniplitudeu: 

O« amf — • \y — ;y « 

welche übrigens durch die noch einfachere anfängliche Relation ainct? = 

X k 

amct/ ersetzt wird. Aus den Gleichungen Tr==T7 ^^^ uud cue<? =:cug ti 

X k 

folgt ^ cnc<7=s cuarrrcucti^ oder, dem $.29. gemäfs, 

tn(/\i^-^j =5 dn(A-tf^~).tn(Afi, 7-), ähnlich der Gielchiing 

Inr =r dna.tun; 
woraus man sieht, da& man gleichzeitig ka »tait a, ku statt Uj -r, statt des 
Moduls k, also A:(iiL — iK^) statt des Quadranleu £ setzten darf, wenn 
man Kv statt v. z- statt des Moduls /v» also 7^(L — iL') statt des Qua- 
dranten L setzt. Hiernach verwandelt sich aber die Gleichung (8.) in 

9. am ^K v, y) = \ \hm\ku + ka, ~j -|- hm\ku — ka, -)] • 

Den Gleichungen (4. und 5.) gemäfs ist 

für ti =s iSC auch t; r= L. 
-. ti = 2iSC - - V =:2L, 
10. ^-- fi=3£ •- r=3i:i, 
.- }/=4K — r = 4L 

u. s. w. 

Ueberhaupt ist v^szmL (ur ucsmür^ wenn m eine ganze Zahl bezeich- 
net; daher ist auch für kus=^k(K — fiC'), M?=?v.(L — iL')^ oder 

r = L—iL' für ti = K-^iK'y 
V = 2{L — tL') für fi = :.>(«— lACOi 
11. X t? = 3(1.— iLO für II = 3(A— «KO, 
,, - i(L—iL') für II « *(*:— iäO 

u. s. w. 

Ueberhaupt wächst v um 7mL'\'2niTy, wenn ti um 2y/i#r + 2nf üf' zu- 
nimmt, vorausgesetzt, daCs tn und n ganze Zahlen sind. Setzt man in der 

SS'* 
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Gieichnog tnrssdna.tn« das Argument t(=a+t£, so wird tnMs^, 
also tAvssi, oder v es tl^^« daher ist 

9 s IL" für « CS a+ tJC", 
jj / » == 3t£»' für tf CS a-f3tir'; 

O. 0. w. 

%. 215. 

•• . ^ . /^ Ana. du 

Vom Inteimde v as It^^ — jx — • r-r • 

Zor Beurtheiluiig des ZosammeDhaoges onter den beiden Argumen- 
ten u and V in §• f 14. selbst ist es nöthig, die ihn ansdräckende Difibren- 
zial- Gleichung zu entwickein. Differenziiren wir zu dem finde die Glei- 
chong amerssameti^ so erhalten wir zunächst — dncv.ifrss — dncti«if% 

und da dnct; = ^^'^'^^*T^'"°'^"'^''^> ist, so erhalten wir 

dna 

. Aam.äu 

dv SS 



V(l — *• sn» a sn») ' 

^isj% — x' I jL/1 — r-y ^ •^ \LSiWBL das Differenzial-VerhältniCi in yerschie* 

denen Formet dargestellt werden. Da ^ positiv und <^ 1 ist, aber allmalig 
s= 1 Mrird, wenn sich ti der Grenze K nähert, so wächst r beim Wachsen 
von «, aber so, daliai die Zunahmen von r kleiner als die von u sind ; aber 
diese Verschiedenheit sich immer mehr der Gleichheit nähert^ je näher u 
der Grenze K kommt 

Die Reihe für r hat, wie man bald übersieht, die Form 

Setzt man hierin u^s^mK, also v^ssmL, so fällt der periodische Theil 
weg und man erhält mL =s A.mKj also il es -^; daher ist 

i— ^ • -L J siii2^tt -^ j ein4 i;u j^ j siu6yK |^ j sinSyii , 

Wächst n um 2fi£' so mufs v um 2 tu' zunehmen ^ oder, setzen wir zu« 
erst nj statt u und ri statt v, so mub in der Reihe 



•••• 
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^__I.-,. ^ ghl2i7M _i_ ^ gte4iyM j^ ^ gfa6<yw , ^ 611189», 

V ia 9+^' flbergdieo, wenn u in t(+2f verwandelt wird. Hiemach iat 

^'*» — öüir^ir? ' — 

Wird hiervon die anßingUche Reibe aobtrabirt) and beaofafet man,' daic» 
einA^^ixiB ^2<S>m\{A—B)(lei\{Ä'\'B) ist, so erhält man nach 
der Division durch '2 die 



+Jj.go«(6i)«+6i)lC')+.... 
welche zur näheren Bestimmung der Coefficienten Aiy Att Aj etc. dient. 
Da der Werth der Reibe von der Grölse des Argamentes u unabhängig 

ist, 80 kann man auch u um K' vermindern und 7^ sAutt u setzen, wo- 
durch man erhält: 

Nach S. 59. der Theorie der Potenzial > Functionen ist aber 

I SS €og«(— €o«2«+ ^0^3«— €0^4« + — ,... 

= l'€oöfi--2'€i>ö2«+3»€o«3ti— 4»€oö4f»H 

= l*(£ogtt— 2♦eoö2« + 3♦eo63«--4♦€o«4f»+- 
= l«€oö«-— 2»€oö2ti+3«goö3«— 4*»(5o«4tt+. 

o. s. w. 

und multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit 2 Q, die zweite mit 

'2Qit die folgende mit 2 Qt , und so fort mit 2 ^j , 2 ^4 etc. , so erhält man 

durch die Additiou der also gebildeten Gleichungen: 

ß=2((?+l'Öi+l*(?a+l*Os...Oeo««--2((?+2»(?,+2*(?,+2«(?,....)6o«2t« 
+2((?+3»Ö,+3*ft+3''0,...)6o«3tt— 2((?+4»(?i+4*(?,+4«Ö,...0^o*4ii 

Man leistet also der vorigen Bediogungs- Gleichung Genfige, wenn man setzt: 

^ K .U-L. K' 

V — j^ , 

A, « +2(0+ ft+ ft+ (?,+ (?4 + ....), 
^, = --2((?+2'(?i+2*ft + 2«Ö, + 2'» <?«+....), 

J, s +2((?+3'ft+3*(?, + 3»Ö,+3»(?4 + ....)» 



• ■ • • 



• • •• 



f78 *5. Guäermann, Theorie der Mod.'-Pumt, und der Mod. - Integr. §»216, 

u. 8. w. 

Die Gröfisen Q, Qt^ Qjy Qi ete«, welche in den Ausdrucken A^^ A-^ Ay^ 
A^ etc. vorkommen, hängen von den Moduln Ar und Kj oder auch von k 
und a ab. Will man jene Gröfiien bestimmen^ so jS^eht man namliaflen Weit- 
läufigkeiten entgegen; woraus soviel hervorgebt, dafs man lieber umgekehrt 
das Integral 

/dna , du 
1^(1— iJ* sn*a8n»tt) 

dadurch berechnet, dafs mau aus Ar, a und u nach den Formeln des $.214. 
amt? oder amcr^ oder auch die Modular - Functionen von v, und hier«* 
aus das Argument v selbst nach den Formeln $. 55«, $• 57. und $. 58. 
herleitet, 

t. »16. 

Die coBJttgirten Relationen unter den Amplituden und Modular« Functionen der 
Argumente u und v, wenn die Moduln jener Functionen das vorbin gegebene 

Verliältnils haben. 

«,..., /* cnu.du r düA sneii.ii4^ 
Von dem Integrale i; ät t^-j- — 5 —— — l-rr-^ »IT* 

Wir erhalten die conjngirten Relationen dadurch, dafs wir durch- 
gängig ut statt u, ai statt ^a und vi statt x> setzen, indem wir zugleich 
jeden Modul mit dem conjugirten vertauschen. Die früheren Nodular- 

Gleichungen Ä.ssA:sncii und \* tbs, — verwandeln sich dadurch in Vss 
V snc' ai und K = tt~- > oder A. a:^ A: snca und \' = t— > d. h. die Mo- 

un^ a I ' dn a 

dalar- Gleichungen des %.t\\. bleiben ongeändert. Die Gleichung sncrss 
ancu verwandelt sich nun in 

1. dnr = dnti> 

also ist >cSu.r = Ar snti^ und hieraus folgt 

S. snr = ~ 

snca 

Hierin verwandelt sich auch die Formel (5. S« >14.) unmiUelbar. In glei- 
cher Weise erhalt man 
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3. tiir = gß^, ^ y{i—k'* in« a ta« u) ~ V^cn« ii mc* a — so* u cnc* a) 

— snii 

Ferner ist y^cncrni-- -yciic«, und da -rjÄ^cna ist, so findet sieb 

5. cncr = , also sncr = V(l r — )• 

Die Formel (8. $. 814.) verwandelt sich nun in 

6. Samt? Ä ](?am(ti + a) + gam(ti — «)). 

Differenziirt man die Formel snr = -^, so erhält man cnrdn!?.i/r s=: 



Bmoa 

cnu 

SOG « , gnca 



, und da dnt;=dnei und cni?5=— ^ ^ ist, so ergiebt sicn 



y V(snc* «— flD^j<) ' 



Da sich die Formel sn i? = — ^ in cnc r = verwandelt , wenn 

snca cna ' 

A^u statt 11^ A:^a statt a,K^v statt t^ p statt k und tj slalt K ge^setzt wird, 

und die neue Formel mit (5.) übereinstimmt, so ist die Znlassigkeit dieser 

Abänderung dadurch bewiesen. Hiernach verwandelt sich die Formel (6.) in 

8. g(iT— amctt) s= i[?(ia-— amc(i« + Ä))+*(^5r— amc(ii~ii))]. 

Die Formel (7-) verwandelt sich zunächst in K'v = / L/^^'^'^ 'JiL— und 

k' * 

da Vs»T — ist, so ist 

J V'icn* a — cnc* u) 

Eis kann die Integral- Formel $.815. auch sogleich abgeändert werden in 

10. r = /- ^" 

•/ 81 



snc a 1^(1— *'» tn» a tu' «/^ 



Der Gleichung snt; =: — gemäfs ist 



diiCa 

V := L ffir f« = /T, 

r = 21/ für u — '2K, 

11. < r = 3L für w = 3Ä% 

r = 4L für ti =: 4iC 

tt. s. w. 
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Der Gleichung darssdon gemSta ist 

9 = L+ iL' für ti s JS:+ iK' und 

r = mJL+ntZr' für ti « müC+ntüC^ 

wean unter m und n ungerade Zahlen veratanden werden. Auch fiilgt 



1». I 



snn 




noch ana der Gleichung anr =s dafisi 

= «JL' för ff = iK\ 

. . sr 2iZ/' fflr ff B 2iiSrS 

*'• ^ = 3i/.' für ff = 3tjK' 

u« a. w* ist. 

Die Gleichung dnotssdnn ist einerlei mit coaBm(Kv,j^9aeMnm(ku,^^: 
daher ist 

14. am(\t?^y) =s am(Aru,— ) 

der einfachste Ausdruck des Zusammenhangs zwischen ff und r mittelst 
der Amplituden* 

S. 217. 

Die Undidinmg der urspranglicben Relationen anler den Argumenten v und u 
mit Moduln I welche das frühere Verh&ltnils an einander haben. 

a 

Zur Umkehrung der in g. 214. entwickelten Relationen unter den 
Functionen der Argumente ff und r ist es zweckmälsig, noch ein Argu- 
ment b dem Argumente a gegenober zu stellen und die Functionen des- 
selben auf den Modul K und also auf K' zu beziehen, wenn, wie zunächst, 
der conjogirte Modul zu nehmen ist Wählen wir das Argument b so» daCi 

so ist auch 

2. sn'ftsssnn^ cn'&escna^ tn^dsstna. 

Ferner ist Vsn'fts= "ÜT^» ^^^^ ^^^^ 

(K^m'b^ cnc a, dn' & =s snc a, 8n& & ss dn a^ cnc^ ft ss Ar sn a, 
V snc'* » *', dnc' b^k, oder * = j^ • 
Vergleichen wir nun die Formeln des $. 214. 

X.sArsnca und ^'«=gj^ »it A'=sX'anc'* und *«®3jS^> 



{(.• 
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ben wir den Lebrrate: VerUmsdU man m mt h^ so nu^ num glmek^ 
f k mit K^ ymi hf wM \ v^tmudkm. 

Es ist KtB^b s k mem ina ass ^^^ «od da nadi %. tl4. m ss 

V (l— Jt* Sil* a stt* ii) ^ T (I— If* sn* « ■«• ii) • ^ 

4*7c'to''ft8D'r)(l~A^9tt*^8ii'fi) s 1, oder aadi 
Ä? «!'(»}) sii^9)(l—A^sn^«8n'ir) = l» 
Diese Formel drfickt den Lehrs»ts mos: Man iarfv mU u tmi K mit k, 
aUo K' mit hf vertmueken, wenn man a mÜ hi tertmiMckU 

In Anwendung dieses LehrsafMSi wodsrch eine BeeiproeiMt am- 
gedrfiekt wird, lassen sieh alle Formeln lud Bestimmungen des $. 814. 
sdbrt umkehren, wenn man nur headitot, dab wegen der yertaoschnag 
der Moduln K uud Ar au^ die Quadranten JL und K und L' und Kf mit 
einander vertausclit werden müssen« 

Bei der angezeigten Veränderung bleiben die Formeln (4. %. St4.) 
migeindert. Die Formel tnv ss dn« tnn verwandelt sich in 

[dne«i« '^'*^^^*+f,,*'"*'^'"> s= MC'* docr /-(l+X'ta«* sn'r). 

Die Formel (8.) verwandelt sidi in 

€. an« =3 |^(ain(v + ^<) + wii(r — 61}) 
oud bat nan also eine inagioare Form. Für r =s L ist « ss JT« Ar r sb 2jL 
ist t( =: 2 £ u. s. w. Ferner, ist fär 

V SS a(£/— &), «( «s iK', 

V = 2ili', u «r 2iK', 

V B f(3L'— 4), t« s« StK', 
^- ^ » s= 4«!»', V — 4iJC', 

tr SS 1(51.'—*), « = 5tÄ' 

II. s. w* 

Das im $. 915. entwickelte Integral verwandeU steh aber in 

'• " ""Jsa&bY (1+i* tn»« fr M« V)* 
Obgleicb also der Zosammenhang zwischen « nnd v m verwickett ist, 
dafe weder v dvrcb v, noch umgekehrt u dundi v sieb beqnem aasdrfickea 
Iflbt, 80 ist dennoch die Diffennziai-Gleicfaung nmgekflini worden. 

OreU«'< Joarnil d. M. Bd. XXI. Hft. S. . 87 
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$. 218. 

Die UmkebniDg der coujagirten Rdationen unter den Functionen der Argumente t; 
und Uy deren Moduln das frühere Verhältailii zu einander habeu. 

Vom Integrale u = /-—- -— - — ^-^ = i-y-^ --^r — r- . 

O 

Anch die Formeln des $• 216. könne« in Anwendung des in S* 217. 
bewiesenen allgemeinen Theorems sofort umgekehrt werden, ohne dafs der 
durch die Formeln S« 217. ausgedrückte Zusammenhang zwischen den bei- 
den Constanten a und b dadurch verändert wird. 

Da nämlich K^Bü'h sss, —- — - =r cnca ist, so ist ^w'sn'ft.tnr = 

dua 

; TTvi TTTT^ — r-r-T j odcf 7^' SU'* tn t? = t^^. k/t^ >-^ \ a n > ''"^ *^^ 

tiicair (1 — Jfc'* In^ • tn^ u) ^ Y (l— *'* tn* o tn* «) ' 

1. (l + \'^sn'^*tu^r)(l— Ä'^tn'a.tn^ti) = 1- 
Diese Gleichung druckt aber aus, dafs u mit v vertauscht wird, wenn mau 
Ar mit Ky k' mit V and a mit ii vertauscht. Hiernach bleibt die Gleichung 

2. dnu =s dnr 
ungeänderi. Ferner ist 

JsniiÄdn'J.snt?, cn« = ^^(1— dh'^ftsu^r), tnii« ^^^-^^^^^f^^^^ 

^- ^ , . dn'ft.tnv 

oder i^^^ y^^^^^.^^.^^,^s,^y 

4. cncu SS cn' J cncr, sncti = /*(1 — cn'^J cnc^r), 
6. «amw =5 l[?am(r4 *«)+!?am(r— *i)], 

6. am(Ä>i^-jr) =^ am(\tf,yj. 
Formeln (7. nnd 10. $. 216.) aber verwandeln sich in 

» . ^^ /* dn^6cnt;.di; ^^ f Axk'h %nev.dv ^_ P Aa' b.dv 

c/y(l~dn'»6sn*i;) ""7 1^(1— cn'* 6 cnc» v) "^7 V{l+A'»8n'»rin»t;) * 

Ferner ist 

tl s= £ für r eae ü — (j, 

fi B 2iiC für r = 2L, 
II = 3JSC für r = 31^— Ji^ 
®' ^ ti = 4K: für r = 41., 

fi = 5K für r « hL^bi 
a. s. w« 

Auch M ti^iJS:' (ar r=rt/y und fi = Ä+iÄ' für i?=öiL + iX'. Die 
Formeln (6.) gehen vereint mit den Formdn (10. %. 237.)» daher gehdren 
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folgende Werthe ziutammeo : 

u = Ä±«> r sss L, 

u :^ K, V SS L±bi, 

uz=^2K, V s=2L, 

u = iK±a, V = iL, 

9. \ n s= 3JSl, » SS 31»+*«, 

t» = SJC+Ä, r t= 5L, 
u = SIC, r = 5L±bi 

vt s. w. 

9' 219. 

Ein neues Geschlecht von lotegnlen, wdehe sieh »Is Modolar-Intognü« der «weiten 

Art darstellen lassen. 

Wir befassen uns zuDächst mit denjenigen Integralen, welcbe «ich 
ab nodular -Integrale der ersten Classe darstellen lassen. Nach 8« 118. 
ist mit Beziehung auf den Modul \, woran schon die Gröfsen r und b 
erinnern, 






D(r,J) «/ 







J 14.AMD'«6.8n*i; 







Da nun nach J. 8 17. xzn^T^n^^.^ =* 1 — *^ «a^« sn'tt und 

. dna.c/tt I 

tfr = ^7=75 r.i~ r- T"^"-: , also 

ist^ so erhält mau 

sn^v.cf I» dn*a,tm*ii.<fu 



1 4. A* tn'* 6 sn» v ~ 7(1 — *:« sn* o sa* u) ' 
€n*i;.dt; dna. cn'ii. du 



l + AMn'*6»n''v ~ y"(l — Jfc* sn* a ftn'u) * 
dn'fi.dv dna.dn*i/»(/M 



1 + A« tn'« h sn* v V^(l — fc» sn» a sn« 11) 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit — ^^7^;^^ — , welches nach 

37* 
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9. f 17. gleieb ^^ iat, die «w«ite CHeiehong ab« nA ^^»^^ «mi 
die dritte ait tn^ftdu'^s-^, so eifaSit nun dansli die Integratioo die 

in welchen die Gröfisen « und 9, 00 wie a nnd B nach den ia $• tl4. «nd 
S. 217. entwickelten Formeln von ^aaadmr abhängea. 

VwtMiflchen wir in diesen Forawla K nnd k, u nnd v, m nnd hi, 
00 eihak«ii wir die redproken Formeln 

«'^»>»; ~jf-/-(t+A«tn'»6.BB«w)» 

in wdcfaen der Zosanunenbang zwischen u und v, «wischen a nnd ( nnd 
den Modoln K und k derselbe ist, wie in $. 214. nnd S« ^17. Die drei 
Modnlar-Integrale haben den Modul k. 

Tertanschen wir in den Formelo (1.) die conjogirten Modal, ahm k 
Bit kf nnd K mit K', indem wir ai statt a, bi statt b, ui statt « nnd vi 
etait o setzen, so erhalten wir 

^Q .V /*k'*tnatn*u.du / ^k** tna.SB'u 



f. 



a' 



8. 



/; 



la diesen Formeln beziehen sich die Integrale 'S(v^ h)j 'C{v, h) und ^li% h) 
wieder aaf den Modul K. Den Zusammenhaug zwischen u nnd v druckeii 
die Formeln $. 216. und die $. 218. ans. Der Zusammeuhang zwischen a 
und h, K und k, K* und kf aber ist der firflheree 
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Durdi 4«aMlbe YeifiArm yerwaodda sidi die VwaAn (2.) io 

v\9,mj — y CB» » V"(l+A'» tn'» b tu« v) Jeav VCt— da'» *«»»)' 

la diesen FwoielB ist der Zasawneiiluuig swisclien « und v wieder der- 
sdbe, wie in $. f 1«. und $. 318. 

Zusatz. Aus den Formda dv es ^,. qpq*<y^ — ^^ da^« es 

«Int 

"* folgt dordi MoItipUcatioii und IntegratioQ; 



l~lk*sn*asa*f« 






Am den Formeln ^t^= ^nc- 6^(1,^,1? ui->t m> i;) ™* ^'^~ t+A^ J^'ten^v 
firigt auf gleiche Weise die reciproke Formel 

IL aIm — /^ dB^v.dv 

~/«nc'* V"(l+A* toi'** 8D*i;)** 

Der Zoflammenltang zwischen ii und v in diesen Formdn ist derselbe irie 

in 8« 914. und g. f 17. Ans den Formeln dv c= %/'^/^ti'^* " ^iT\ ^^ 
dnv s dnii f. litt, folgt 

?• elü =y V(B^»a-.an»uy 

Die reciproke Formel ist also 



o 1 /" dn^ftenvdn'ty.rftf 



Der Znsammenhang zwischen u nnd v in diesen Formeln (7. nnd 8.) Ist 
derselbe wie in g. tl6. nnd $. S18. Die Function elv bezieht sich anf den 

Modul K^sskmoa nnd die Function elu auf den Ifodul kss-^^. 

$. 220. 

Reihen fCr die Integrale f •— u.dameu und f u.dtmu. 



** " man das Prodnct n.amcii^ so erhält man df(treamcfi) 



u.dwoßßu+mau.duf daher ist rflckwarts: 



• #•• 
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/u.dtimcu = u.hmcu — f^mcu.du und eben so 
fu.dzmu SS u. amti — f tmu.du. 
Diesen Formeln gemäCs hat man nur die Integrale /am ii.i^ii nnd /hmeu.du 



in Reiben za entvriekeln, und zwar in solche, welche rasch eonvergiren, 
wenn der Modul k<i8iai7r ist, und auch in solche, deren CouTergeuz 
grofs ist, wenn k^mn^TT ist. 

■51 • 1 -. ^._j sin2^u , , 8in4i7tt , , siD6^u , „ . . 

Es ist ^mu^i^u+^^, + hQ^i^^. + hQ^.+ .^^. Mulü- 
plicirl man diese Reihe mit fj du, so erhält mau durch Integration : 

^amt/.rf())ti) = const-+-j^ *-6SM;^'~*-aS«4^^ 

Setzt man , um die Consiante zu finden , fi =s 0^ so hat man 

= const.— i. g^^2^Ä' ~ * • 6o64i7ÜC' ^^'dotÖfiK* ' 

daher erhält man durch Subtractiou: 

y^/ ^ V^^^ I sm*^«* I 1 8m*2 i7K , , ain^Siyif , , sin^4^tf , 
* -^ 8in2i7u , , 8in4i7M , sinBf/u , 

findet mau auf gleiche Weise 

i/ / ^ . .> ©mV« 2p' ©inSjy'u , 2p» ginSr/a 2p» gin7iy'« , 

giebt, mit d(vi'u) mulliplicirt , wenn mau der Kärze wegen 

J'l{ifu).d{'t{u) = <l>(i)'«) setzt, 

o 

and wird « ss gesetzt, so hat mao 

also ist 
« /• J//^ ^..-v . ♦p ®in»i(V«) 4p» gJn'HV") . 4p' ®>n«i(V«) 

_4jE: CiBH(7?-«) . _ 
7» ein7i7'Ä ^ •••* 



Sechs zehnter AhschnitL §. 220. tWI 

Diese Reihe cenvergirt desto rascher, je gröfeer der Modul k Ut Es bleibt 
noch das Integral ^{y{n) iiachträglieb zo entwickeln übrig. Es ist bekannt- 
lich /(ii'ii) = 4T~2arc tang(u--^'") = iT— 2Ä-'^'' + ^tf-^^''*~i€r^9''*-f...... 

daher ist 

0(Vii)==— con8t. + jT-r)'ii + 2«-'^-~^.tf-'^'" + ^.r*^''^— .. . 

Setzt man, nm die Gonsiante zu finden^ ti = 0, so hat man 

const. = ^ sE= 2 — 3, +j^~^ + ^ — ...., also 

Im achten Bande des gegenwärtigen Jonrnals befindet sich eine 

Ton Clausen berechnete Tabelle der Werthe der Reihe siu(p 4-^sin?^ 

*)* Ti ^in4^ • • • . Setzt man in dieser Reihe <P s=s |t, so wird sie die Reihe 

für i(üt, also ifÄÄ 0,91596 55941 772190, und folglich 

{f. — 1,83193 11883 544380. 
Andere Reihen Tür das Integral ^{v^u) findet man an einer späteren Steile. 
Gehen wir nun von der Reihe 

1^-amcti « 2.^.^-^-i.^j^^ + f.^jj^^^- + . 

aus, so finden wir 8<rfbrt ^ . ,. . . 

4- /(i^— amcti)rf()j'ti) = 

^ gtnU(V«) _i ®tn>i(3iy^u) . 4 @in H(5y^« <)_ 4 0inH(7^M 1 
*• ©ini/'Ä 3»' ©inSiy'iS: "^ö»* ©Tnöiy'X 7»* ÖiriT^/Ä "^ 

Aus den vorstehenden Reihen folgt 

/ /*«* , iy*w« sin'iftt si D*2iytt siu^S^u 

y ijti. rfamii=:i)ti.amti 2^ — 1 . go« 2,Ä' ~ 4 . So« t^Ä' ~ 9". Coe'ö^K' 



• • • 



•••• 



sin* ^ fju 

"^ • • ■ • , 



i7»u» , sin*«;«« aip* 2 iy i« 



5 



J "*" 971086^ 16.6088?«'''" •'••' 

• 4p« ®fn»i(5»/w) , 






+ 



'••••• 
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Die beideB erstea von dieaeo BeiheB eo » v eigiim nach, wenn lr<«Hi-^7 
oder oidit vid >sioir Mf die beiden lefsten eeiiverspmi nacfc, wwm 
Ic^siol^« ist. 

§. SSI. 

MertciriM^e AHdifidw St üumA «lev. 

SeiztMaBitt$.SCwdiewiUkArlielienGröl8ea^s]« «"«O^ IsO wd 
«" CS 1, 80 erilik aju, der doi^gen Forael ada'^ a'da = i(^c'— «^-^ 

gemiCB, K^K'— lC'4l£s-*-iT,|^, und wird, wie friber ia $. 17&. wd 



V8i|IC' = i]r.{' nd e'sij'irsir.^ 
gesetzt, 80 ut 4v^\x y, , also 'c»— V2j) »p»» •^ 



tfr BS — »»'. jps- 



• 



rückwirts dk^--^. kk^,dv. Wird dieser WeHh in deo For- 

18. snbstitoirt, so erhut nuui 

dK _ E^V*K dB tf*(K^ B) 

^' ^ dv ^ V* * dv' '^ ij* • 

rftf 9*"' dl» ij* * 

n d K 

Fero«r bt y^^ss^-^^ also dftj = — i«**^; «'«> ist 

Nach So 90. ist k.j^ = j^;^ ^u = — ^^7^ n, wem 

am n als coostant angesehen wird ; daher ist unter derselben VonuMseteng 

^ du X:'».w-"(J?- eleu) 

Addirt »an die Glaichungea ~i-7 = — ; — -— - und ^7 = — ^^r 

^ ati 71 17 dv ij V 

80 erhält man ,^ ^ ^,^ . 

dfaii) _ eleu g(g~i<) 
rfv 17 i^ * 

Da i}if s ^r-^i)(£— ti), also if(i}ii)» — if(t}(£— n)) ist^ so findet sidh 



Seohsxthmter jihtakmiit. §. 331. Sgft 

Setet mn in dieser GleiehoBg £— u ttott «^ m erliäit man --^^ « 
— — TT ""^' ^^ YwMuselnng, dafii «He« eonetut ist, imd also rttckwirts 

dttasj« — *l*^^ ffir «BCtf n const und 

eletf a B — j^u+ii»^^ filr am« sb oonst 

Be isi eidit ^etcbgältig, welche von den beiden Gröfoeo am« vnd amc« 
ak eeiataat aageeelMa wfrd, da das Prodnct tang amett as •» ist vnd also 
von 9 as I) JT abkdagt 

Da 9.9'wK(iir)\ so isl dp tm (^x)\-~ ts ^ (j^*. dv' oder 

ip » ^^»dv^t daher ist 

du £-•».— »211 flir am« « const, 






, also 



'J^ » >i.u-.y^(i:~>) ^ am« - ew-t, oder 
'" •»«-»'•• Ar amen «oonst 



Vertaoscht man in der Gleidlang (t.) & conjogirten M oifad^ so erhalt man 
~ a» — — -7, o€er 

U.dl/' 



(f-)" 



nnd da der rorroel(e.) gemüs ^ s ***•"*"* iat, so erhilt man doroh 
Addition _. 

oder rftcfcwirts 

7. «l««: (l-|^).ti4.i|'.^^ filr amewe oonst. 

Setat Buui in dieser Oleiohnng K—u statt «, ao erhält bm» de» «» 

uudda t—^ ""!'"* — fSTF * *^ (t--^)ilCsB:Ä— n'ist, soeAHtawn 
8. eleu a= Ä~0— ^«— »K-^5^^ ^f •»«» « const. 
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Da nach $. 291. ein =: -^.u-- y).^-^\ weon r « i)|[[ ist and 
amen als conatant angesehen wird^ so ist aacb 

— ela.dfamcu es — ^ u.dhmcu + fj. >?'*^' ""^'* iiud aLso 
y " — elii.Jamcti = — •/ — u . d waicu -{- r^.j df(ijti).~-~~, oder aacb 

— elti.aamcu = — ./ — )}U«aanicii+^v/ - ^^ • 

• • o 

Das Integral / — f)ii.dfaaicu wurde schon im $.290. entwickelt; daaliH 

tegral / ^ j -^^^ aber kann anf xwei Terschiedene Arten gefm« 

äen werden: man kann entweder df(t)ii).aucii nach n inlegriren un4 
das Integral wieder in Beziehnug auf r so diflferenziiren , dafs n and 
r^ II als coustant betrachtet werden, weranf man durch iv diTidirt, oder 

suin kann auch auerst das Differenzial - Verfaaltnifs — ^ — - in der angege- 
benen Weise entwickeln, dieses dann mit Hy^u) maUiplioureu und integri- 
ren} beide Ver£ahnings- Arten fähren au demselben Resultate. 

ist, so ist 

damcu ^ gon^gy . sin2y< ^ ^ gsng* » . s ni4ya ^ Xaa|6v^8inft^ ^^ 

■ äi~*"~^- ^0^ ^^" «oTit; ~^-"" Weil ' ' 

und also 

/* d(y<).cfa»cy 
dv 
o Äeng 2rKrin* lyu , . Sam4y.sin*2i7y 8attg6v.s ia»3y;i^ , 

™~^*"^ «•«2ü +*• «o«4v ~*- öpTöv +•'•• 

Substituicea wir auch die zweite von den Reihen (6. $. ttO«), so erhal- 
ten wir 

1. J — el.iaBK^ii s=s 



2y g a»g2y jj:^ «n« yw . 3^ a<mg4«; Jg^ ain« 2^« 2y »<ma6iy/ r^ wa« 3y« , 2g gM^a8^7l:^ »in« 4fii . 
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Dieae Reihe bat einen hohen Grad der ConvergeDS^ wenn der Modul 
k<^Bia^ir int Wir erhalten noch sogleich eine ähnliche Reibe, wenn wir 

k'u statt t# und ~ statt des Moduls k setzen: dadnrch Terwandelt sich ein 

kr ' 

in ~J^ 'f sJso ^ '^^ ^ ^^^ ^ *^^ ^7 ddier erhalten wir 

t. JiB — dctt)dfaau 

2JP/ fj^u^ tan^ij u m^ifju rin^Stju Bin^ttju \ 

*** *i-aö«2iii:' '*' 2.eoj49i:' + 3.go86t;ir' 

, gy XatijSijK ^ . sin« 4 iyu , 

Muhipliciren wir die Gleichnng (7. f. 981.) mit — rfamcti^ so entsteht 

9 e 

•der 

— ela.rfamc» a= -i-^— y — t(U,iamcu-\-ffJ — --^2--^- . 

Da aacb $. 220. 

J Ä,W(i»— «nt.»;»*. ^j^^, —3,. g.^3^ +5'em6v' 

d 

isty SO ist 

/^ iiffu) . d uneu 

daher erhallen wir durch ZuaammensetiiuDg 

3. / — el ti . <f amc « as 

- -|i H*«^-«™««'^^*— r»-C7nvX +3^ gir3^""d«*gmäVÄ'+ * 

Der Formel (8. $.Ui.) gemäfsist 17— eleu bs(i—^) « + >,'. ^^, also 
H/\E-elcu)d^mu = (l-.|l)/"«.rfain« +i,/V^J5:^^-^'!^ = 



• • t • ^ 



?^!^:>/\u,dmtt+t}'/''^^-^^^~^, DadieReifae(3. «.««(K) aoeh 
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•Iso dargestdlt werden luuiBt 

+ ^ (€ot 5»'- 1). 6m»|ij'« — + 



• • •• 








QBd also 



•••• 



4. f''{E-^^u)dwnM sa 

Die Fomehi (S. «n4 4.) eonyergiraB raadi, weim der Ifodd A > rinir ist» 
nd es hat <tf(ffu) dieselbe Bedeotang wie iai f. MO. 

Anaierkattg. Im zehnten Baode des gegenwirtigm Jolnmala ist 
in der Abhandlang i ^Motaa corporam coelestivm in media reaiatente aiiot 
Dr. SokBeke*" die Anflftaang des erw&hntea Probleme anf die beiden Inte- 
grale /*'' — u.dwmeu wnä J^^ün.dwmeu swAekgeAhrt Die b^den 

Integrale mad am angefahrten Orte in Seihen entwidtelt worden» wddie 
mit der «weiten von den Eeihen (& |.S9flL) nnd mit der vorstehenden 
Reihe (1.) tlbereinatumnen. Ana R6ckai<^ anf das angefUirte Problem aind 
hier die sn bennixenden Reihen in gröfaenr VoHatindigheit entwidsett 
worden. Andere Reihen für dieselben Integrale sind am Sddnsse des Zwei 
nnd nwansigsten Absehnitts hergeleitet worden. 

(Ofe VMtMlMl^ttft) 
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16. 

De integralibns quibusdam definitis^ quorum summa 
ad quadraturam diyisionemque circuli revocatun 

(Aaet F, Richtlot, prof. matfa. in univ. Regiom.) 



Iniegralia, de qaibos sermo est, in eorum namero sunt, in qDibus sub signo 
integrationis fanctio algebraica invenitor, ita nt ad genas functionum circtt- 
larium, integralinm ellipticoram , Abelianonunque pertineant Limites inte- 
grationom tales sont, pro qnibns functio irrationalis sob signo integrationis 
evanescit^ vel abit in infinitum. Qnomm limitum numerus si dno est, inte- 
grale nnum, definitum inde prodeuns, pendere a qnadratnra elrculi, dummodo 
somma exponentium factorom lineariom irrationalium numems integer slt, ex 
elemenfis calcoli integralis constat. lam vero si unmerus limitum par at- 
qne maior quam duo est, inveui, summam integralium definitorum, quae simili 
proprietate gaudent, non minus revocari posse ad quadraturam divisionemque 
circuli. Demonstrationes vero, quibus relationes has memorabiles invenis 
comprobatas, nt in principio in aequalionibus nituntur. quas ex casu special! 
theorematis notissimi Abeliant prodeuntes considerare licet, uude, lemmatibus 
nonnullis, quae in articulo I. exposui, advocatis, relationes illas, quibus inte- 
gralia defiuita comparantur, deduxi. In articulis IL et III. exposui casum 
simplicissimum, ubi anum integrale deferminatur, in ceteris summam integra- 
lium ad quadraturam circuli reductam invenis. 

Similem theorematis Abeliani applicationem ad integralia indefinlta 
invenis in articulis 6. et 7. commentationis celeberrimae „ De pmctiombus 
duarum variabiliMm quadrupKciter periodicis^ (vid. Dian Crell tom. XIII.), 
ubi auctor illastrissimus haue relationem inter tria integralia derivat: 



.» -> 



Ibi per X denotatur functio : 

jc(l— jp)(l— k'^)(1~Vj?)(1— fA^jp) 
atque as^y x^^ x^ sunt radices MqufttiODis tertii ordinis ab ima quantitate 
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pendentes, quae simol pro eodeni hoius qaantitatis valore fiunt: 

_ 1 - _ * 

J?l -— 1 y X2 ^^J JPj -— TJ • 

Unde oritur relafio in(er tria integralia definita. Similui aequatio, si poiiitur, 

ieter n iutegraiia ibidem propouitur. 

Expressiones, qaibus in generaliori casa aggregala integraliuin forniae 
a me adoptalae delerniinantur, pro limitibus similiter iodefinilis, ac id exeniplo 
modo allato, alia integralia iüdefiiiita coutinent, qaae noauisi per formalas 
valde coDipositas determioari poasuuf. Quam ob rem bic expressiones coih 
ciiiniores, quae pro iimitibas definilis autea asaigoatis valeii.t, solas deri- 
vare placuiL 

I. 

Aiitequam ad rem ipsam aggrediamar, nounuUas denotationesi, lemma- 
(aque tria antemittere velimus, quibus in sequentibas utimar. 

Priroum per Signum radicale: 

n 

si X reali valore positive gaudet^ onam valorem posilivnrn significabimus, 
atque per siguum 



1^ 



X, 

si X valore generaliori formae A + Bi gaudet, expressiouem banc: 

i/"Ä(cos^ + fsio-~), 

tibi ex aequationibus 

A = RcosO, B a RsinBy 

qaaiitifates jR et 9 ita determinantur, ut illa positiva sit^ et haec limites 
— ^ .... 0, vel et -f-^ Iiaud superet. Deinde per siguum : 



m 
n 



X 

designabkur expressio : 

V^Ä'" (cos ~ + « s*o~j 

atque si X^ valore formae ^|-(-J7|j gaudet, atque eodem modo ac atitea, 
Ri et 9i, dcterminanlur ex aequationibus: 

Ai = jRiC0s9|, Bg = AisinOo 



■ ^ 
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per 

x~' xT 



expressio Iiaec 

exprimetar. 

Porro cam aliis geonietris denotatione 

[Fx] 

utamiir, ut coefficieute potestalis x^ in evolutiooe ipsius Fx secuudairi de- 
scendentes potestales arguoieiiti x progrediente, et deniqae per Signum 

expressionem : 

Fxi -f- 1^X2 -f- • • • . 'jr Fx^y 

aeqoe ac dis(iuctiu9, si F(x,b) functio doorum argaoientoram est, per 

expressjonem : 

F(x,, b) + F{x,, *)+..,.+ F{x,, »), 
repraeseiitare placebit, ubi quaulUates 

•^1 > X2 9 • • • • x^ 

dali alterios argumenti valores snnt. 

Quibus positis habemiis hoc notissimum 
Lemma 1. hac aequatiooe expressum: 

l(a? — b)(px\ ^^ fpb ' i(x-.-6jy'x* 

si fx ti (px sunt functione<^ ralioiiales iutegrae, quarum haec ordinem 
aeqHat, et per 

^1 , X2 9 • • • • Xy 

radices aeqoationis 

<Px = 0, 

ti tti SC 

nee non per (P'j?i valor qaotientis differentialis -^^ pro o? =5 xi, denotan* 

tur. Quod lemma ex aeqaatione identica de theoria fractionnm rationa- 
liam derivata: 

sponte prodit. 

89« 
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DeiDde e principiis calcoli integralis ensnat hoc 
Lemma 2. Si fiinctio F(x, t)^ quae variabilem f ab ipao x non 
pendentem involvit, pro omnibus ipsias t valoribiu^ band extra limitea m^ et 
m^ iacentiboB, aeque ac integrale definitom 

mi 

in wries aecandam potestatea desoendentea argomenti x progredientes 
evolvi poteeti qoae pro valoribiia aatia magnis ipmos x convergiuit^ g6iie- 

raliter erit: 

ifij ^% 

f[{F{x, 0],-! st » [/F(4P,#)a<] . 

Similiter ex tbeoria aeriemm aponte prodit hoc 

Lemma S. Si foBcfio F{xjt-\*h) pro valore # es 6 in aeriemTay- 
lorianamy nee non fbnctio F{xj *^^ ^»"^ ipsioa differentiaiibaa secandnm f , 
pro eodem yalore / =s ( in aeriea aecandam potestatea ipsioa x descenden- 
tes progredientes evolvi possant, qoae pro valoribaa satis auignis ipsios x 
convergnnt, erit: 

oU generaliter per — ^^^ ' exprimitar vakur qaotientiadülerentialis ordinis x, 

secondom I, pro valore ^ = >• 

U. 

Initiom iacere plaeet com integralibas, qoae (onctionem 

/((a» — jc)(jr— n,)) 

involvont Qoae integralia, qoamqoam indefinite secondom r^;alas nolisst- 

maa calcoli integralis determinaiitur^ tarnen credo, ipsorom expressioues geiie- 

rales, ex tbeoria seqoenti prodeuntes, attentioue Geometrarom band prorsus 

indignaa esse. Hie vero nonnisi casom, si limites integrationis ai et o, 

sonty exponere velimos. 

Ponamus qoanlitatem a^ — Oj esse positivam, atqoe statoamos aeqoa- 

(ionem hanc: 

1. X — «1 + f(x — a») = 0, 

eoios radicem x ot fonctionem variabilis t spectare plaeet Dam qoantitaa t 

reali valore qocriibet gaodet, terminos prior aeqoationis (1.) pro dpsso,., 

negative 9 atqoe pro ;ir=:iii, poskivo valore indoit; ergo eios radix Xy 
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d«B t realis nuuieCy contiDetor in inlenrallo «2— ii|. Adeoqoe ex fonnola 
lüde prodeonte: 

diCnrentiatay aeqiiitiir: 

ö«*) ^ («i-a>) 
dop (« — Ä,)* ^ 

quae expresno, cum semper nepäho valore gaudeat^ docet, radicem Xf dorn 
variabilia f ab nsqiie ad infioitiim continao progreditory ipsam ab Og mqae 
ad 4s continao decreacere. Id^ ex aequat. (!.)> denotatione in artioulo I* 
adhibitoi variabiliqne t nt positiva aaramta^ derivalnr haec fonnola: 

Loco aeqnationia (!•} introdncamua brevitatis gratia banc: 

qna dUTerentiata habdbinHia: 

nbi brevitatis gratia pbnitor 

4- l + f'ss^^ar, 

Aeqnalionis (8.), priorem termimiBi^ per exprearionem; 

fx 1 1^ 

{x—b) V((aj— a?)(«— a,)) tp'x^ 

atqoe posteriorem, per qoantitatom bnic identicam i 

fx 2 

moltiplicenns, nbi fx qoaelibet fonctio rationalis integra ipsius x est, atqoe 6 
qnantitas qoaelibet qnae, si reali yalore gandet^ maior qnaoi a^ vel minor 
qnam 02 assnmitnr* Qoo facto habebimos banc aeqnationem : 

^ /x dx ^^ 2fx dt 

(x — 6j'/'((a^— jc)(jp— a^)) "^ "**x — ^ 9'x* 

lam yero ex lemmate primo seqoitor fore: 

7 /jc f fx 1 /fr 

81 jPi est radix aeqationis 

Qoae radix in altero termino aequalionis (6.} per x designata est, onde fit 
per sobstitotionem formulae (7.): 

g fxdx oa/f__/^L_l JL^Itll 

(x^b)}raa,-'x){x-a,)) — ^ l(*-fr)9(^,0J^,^ »(*,0* 
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Hmw$ aequationis diSerentialis lutegrationem faciamus, in altere termino ab 
x=^ä^ Qsque ad x:=aiy atque in altero, ah tss^oo usque ad /=sO, oec 
Don adhibeamus hie lemma secundum, qued «uppeditat formulam : 

quae, quia funclio fx variabilem t non involvit, abit iu hanc : 

— \M^ r—ji 1 

Qoibos eolieetis habebimas hane aeqaatieoem : 

fx dx 

— IH^ /** ^i 1 _ /' ' 2fbdi 

uifde predit integratiene peraeta, aeqoatio baee: 

^ /' fx dx 



öt 



(x-6)V"((a,--x;(x — a,)) 



"^[(x — 6)V((x-a,)(x — iiO)Vi ^-a, \6 — a,/ ' 

ubi in altimo termiue denetalione art. I. osi samus. Si quantitas b realis 
eat^ atque differenüa b—Oi positiva, erit 

1 ( h — aM _ 1 

81 vere b — o, negativa est quantitas, eadein expressio fit: 

1 / 6 — aA * 1 

Si generaliter b ferma m-f-^* gaudet, sit: 

b — Äi = (m — «i)+ni =s r^ (ces 9i + « sin fl|), 
& — 02 Ä (m — a2) + ni == r^CcesÖj + f sinöi), 

ubi areas 6^ et 02 simal aut posilivi aut negaüvi limitis %r aut — tt raperare 

nen debeant. Habebimas ex articulo 1. : 

qoia differentia &t — 9, limites ir aat — ir saperare nequit, ande fit : 

quae expressio com valore formolae : 
coinddit 
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Qaibus collectis eraitar hoc primum theorema: 
„8i fx desigoat funotioDem iotegram ipsios x rationalem, atque a^ et 02 
^snnt quauiitates reales, ( vero qaantitas aot imaginaria, aut reali« tali^, 
„ttt aot 6 — ai aut Oa — ^ positivuni ait, valor integralis defioiti 

10 f /^ ^^ 

y,ad quadraturam circnli per hanc expressionem redacitur; 

_ r fx 1 fh 

,,ubi deiiotalioiies articuii I. adhibentur." 

Corollariutn 1. Si poiiitur /jp =r (x — h)Fx^ erit: 

/ Fjr gar _ f Fx 1 

V^((a,-xjrx- a,)) ^ lv-((x - a,)(x -.,,)) J 

ande 8i a, sss 1, Ojas — 1 ponitur, emanat hie valor integraHs defiuiti 110- 
tissimi : 

Corollariam 2. Si in aeqoatioue utroaiqoe termiiiooi ut functio- 
nem ipsios b apectamas, atque (m — 1) differentiationes secuudam b facimus, 
obtineoiQS, leromate 3. adhibilo: 

„ fl /^^^ ;= A :^J^ 1 

* y (x - br V((« . - x)ix - a, )) '^l(«-&rV"((«— a,)(x-aj)l _, 

n (*-o,)t(^--a,)i 



1.2.. •.m — 1 ^6«-* 

Pooamas in aeqnatione (10.) ex ordine : 

^x _^ 



Pb^ 



=:/>, et * = *,, 



^x ^^ 



p^ — fxy et ft = ftj, 

etc. 

ubi ^x functio integra ipaios x est, nee non 

pouitur, atque aeqoationes inde oriimtes per additionem coninngamiis , quo 



focto, ßam nt 
oritar haec aeqoatio: 

ubi signom mumpatoriuiii in aiücolo I. iDtrodactam acOttbetar. Rorsos 
anioiadvertendiim erit, si qnantitas h^^ exempli gratuiy realis faerit, temi- 
nnm ipsi b^ correffpondentem srnnmae fbre, 

vel Tri ^ ^ ^ \ 

^^* + ^ Ua. V-((a,-Ä\)(a.-Ä,))) » 

proot differentia 6t— Hi vel differentia Ox^^bi poaitiva est Id qnod ex 
denotatioDibus art. I. sponte prodit Boden modo ex aeqoatione (lt.) suii- 
lern generaliorem dedocere lieet 

Ponamus enin, A fanctio Fx factorem {» — 61)"* continet : 

atqae in formnla (11.) rabatitaaaioa loeo ipiioa fx expressionem 

ubi y^^x fanctio qnaelibet integra est; qnae expressio com bac coineidit: 



/y ^ \m^ \X'^b^f , ^^ 

1*2 •••• iii<— •! dfr| 



Qu snbstitaiione facta, poaltoqne 

( SS (x 9 m SS 011 , 

cmn ait fbg^satyphi.Wihi^ habebioiaa hanc aeqnationem : 

1^- r ^iai_ VC — b^t 



y((*-«i)(*-«.)) i.2....iii»-iac~'/,-, 

I.2....1RJ-I dir«-* 
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Si jgitar fanctio Fx ex fiu^toribos his 

15. («— fti)*"» (ap— *2)'" .... (X'-bX^ 
componitur, similiter introdaeamus functioues 

per has aequationee; 






pfiy 



atqae ex aeqaalione (140 uidices qoaotitatam 

augendo, v — 1 similes aeqoalioQes derivemus ; qiiibas y aequationibos additiSi 
advocataqoe aeqnatione hac identiea: 

Fx — 1.2....(m,-l)d*r'-*^1.2....(m,-l)d6?*-iT^^- ^ 1.2.... (m,- 1)06;^-^' 

81 aignoni aummatoriom arücnli I. adhibemos, perveaimiis ad hanc denique 
aequationem memorabilein : 



•1 ^ 

*^* y Fi" V((aj— x)(x— a. 



)) 



^ (*A-*»)*(»A-« »)* 

Cnde prodit boc aecundoBi tbeorema generale« 

y^^ yl^x ei Fx miDtqaaeUbet fanctiones rationales integrae, qaarnm 
^fpo^erior forma 

(ar— J,)-i (jp~6,)'"» .... (*— *.r' 
yygaudety obi qoantitates h qoevia valore reaC, extra iutervallo «2 — ^i ia- 

^cente, Tel qaoUbet Talore imaginario gaadent, integrale deffnitum : 

«1 

/ ^x 3x 
Tx V"((a4— a?)(a? — o,)) 

,9 per aeqaatiouum (17.) ad quadraturam circuli reducitur/' 

Corollariom 1. Si secundum deiiolatjonem ab illoatrissimo Cauchjf 
introductam (vid. Exerdces de mathematiques iom /. pag. ii^ residoam 
fuDCtionis coiiislibet Hzy quod radici aequationis 

Zij adhoc (m — 1) radicea ipsi z^ aeqoales aecum ferenlia, res^ondet, voca- 

Ci«Ue*s Jonmil d. M. Bd. XXI. Hft 4. 40 
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moB valorem expressionis 

pro valore ipsiiu € infinite parvo, sive poaito 



Uz = 



P' 



valorem expressionis 

d^'^^pz 

I.2..,. in-'-ia«'^* 

pro isr s= STi , idqae designanuifl per hoc Signum : 
sive per hoc: 

si deuiqoe summam omniam residoomm functionl» 

¥^^ 
qnae radicibos aequationis Fx s= correspondent, denotamua per aignam 

+• iyf<-* ^x 

babebimos hanc aequationem identicam: 

ita ut Iheorema secondum hoc fiat: 
^^Integralis definiti 

1 /* ^JT cjr 

"^y Fx\r((a. — «)(»— a,)) 

1 

^valor est differentia inter coefficientem ipaius — in evolatione fiiiiclioni« 

Mb 

^X 



Fx (x — a^)* {x — a^)* 

^secundom potestates descendentes ipsius x progrediente, atqoe summam resi-* 
,,duorum eiusdem functionis quae radicibus aequationisJ^opssO correspondent'' 

Corollarium ff. Si in hoc theoremate ponimus: 
jp =5 costp^ Oj as — 1, 01 s 1^ 
oritor haec aequatio 
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lllustrissinias Cauehjf in libro celeberrimo Exereices de matkema^ 
Uques pag. 924 eiusdem integralis definiti valorem in iis casdbus , ubi ordo 
fondionis \l^x ordinem ipsins Fx baud saperat^ per banc expreasionem ex 
DotiMuna tbeoria residaoruni prodeiiiiteiiiy repraesentat : 

In iUa tbeoria vero generaliter per 

E ({ni))Ft 

9omma residuomm fiinctionia (FI • (^0 exprimitor, taliboa valoribos formalae 

r(co8f? + iünp) 

correspondentium, qni dam r inter limites et 1 , et angnlas p inter limites 
— ;r et -f"^ quolibet valore gaudeut, aequatiouis 

radicea sunt adieeto dimidlo residuornm eiosdem producti, qoae vel pro r = 1, 
vel pro /^ = — ^j vel pro /^ = +t oriantnr. 

Et adeo ex formola (91.) pag. 217 eiosdem libri 

generaliorem formulani, quam (tO.) derivare licet. Ponanras eDim in for- 
mula (21.): 

M' + j) 
quo facto post faciles reductioues oritur baec aeqoatio : 



n 
i ä 



Quae nova eiusdem integralis definiti expressio cum ex fönte prorsos di- 
verse originem trabat> ntramqne formnlam (19.) et (8&) inter se compa- 
rare velimns. 

40* 



S04 1^ Riehelolf de integr. iifm ud qumdr. dro. perf. 

SecmidQM definitionem rendacNron, exprosrio 

ü 7 — T\ 

redit ad ooefSoieDteai potestetis f* in evolatione fonctionis 

secondom aat Mcendentes aot descendeotat ipsiiui t potestate« progredieDte ; 
kaqoe erit: 

lam Tero habetur hoc 
TheoremaS. Si^/^drest fanctio integra, nee nou -j^ fiinctio qnae- 
libet in deacendentes int^pras ipsius x potestatea eToIdbilia» erit : 

Demonstratio. Sit: 

U = Ä„jc- + B.*^» + etc. + »-+»•+»»-' + «tc 

»(*«— l)-«« 1 + *i«^ + ^a*-* + etc. 
lam erit: 

vel: t=: JI„+»»B^ + »,Ä^4+etc + *4(^,)l»., 
prout nnmerus n par vel impar est. 
Eodem modo erit: 

qaia expreesio 

[2Ä„+i.(< + y)"' + 2'Ä^(<+4r+ etc.] ., 
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evanescit Hafceniu vero generaliter: 

.l^=\'T"T/ J,. 2»-.l.2 *'«» 

si it numerus integer positivns est Qnibos aequitionilHis in Mqoatione (86.) 
adhibitii^ oriontor hae: 

^^+0 + 7) 

vel = fi«+»iB^+ etc. + *««•!) ÄuT 
proot uumenui n par vel ioipar est Q. e. d 

llinc prodity priores binos tenninos expre8siomifli(]9.)et(Sf.) ruter se 
esse neqnales. 

Tarn vero transeamus ad binorum ultiaK^rum aequat (19.) et (ff.) termino* 
rum comparationem. Quo facto videmus demonstrandam esse haue aequationem : 

Erit enim ex definitione generali signi 




qula factores ^ 4^ 

V'+O + j) 

t 

in infinitum abire nequeunt, nisi pro f = 0^ qui valor ipsins radicis in de- 
fittitione exciuditur« In memoriam revocare etiam placet^ aeqnationem: 

Fx a= 0, 

reali radice gaudere non posse, quae uon extra intervallnm — i •••• -f-1 
iacet; unde fluit aequationem 

radice imaginaria formae 

gaudere non possci ubi r 35 1 est. 
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Hwwt aeqaatioDui diSerentialis iutegrationem faciamas, in altera termino ab 
x=!^«t Qsque ad x^^a^^ atqae in altera, ab ^^soo osqae ad /ssO, nee 
oon adhibeanus bic lemma secundum, qaod suppeditat formalam: 
r ggff f<^ 1 = [ p 2/xdt 1 

J^ L(a;— &)9(jf, Oi^_, l ^ (a?-6)y(x. <;J^_,' 

quae, quia funclio fx variabilem t non involvit, abit in hanc: 

_ ra/jc / " dt 1 

l(x — fc) y (a?— a,) + l*(a:— a,)l^_/ 

Qttibos collectis babebimus hanc aeqaatlooem : 



• "» 



fx bx 



_. \ifx r af ] _/• ifhbt 

\x-h'J^ (^~a,)+<*(^-«.)J,_, -( (*-«,) + <*(*-•,)' 

uifde prodit int^ratione peraeta, aeqaatio haec: 

^ /' A ax 

'• y (x— A)y"r(a.-x 



ot 



(ar-^)V"((a,--x;(x — a,)) 



ubi in altimo termino denotalione art. I. osi samus. Sl quantitas h realis 
eat^ atque differenüa h—a^ positiva, erit 

1 l h — ay \S _ 1 

h — Q^ \b — aj ~ V"((6--a,)(i» — öj)' 

si veno b — o, negativa est quaulitas, eadem expressio fit : 

Si generaliter b Torma m + ni gaudet, Bit: 

h — Ä| s= (m — «i) + ni = r^ (cos ö, + « sin fl|), 
h — Ol == (m — a2) + «i = r2(cosÖ2 + tsinöi), 

ubi arcos 6^ et 02 simal aut posilivi aut negativ! limitis %r aut — t snperare 

non debeant Habebimus ex articulo 1.: 

qoia differentia di — dj limites 7C ant — ir superare nequit, onde fit : 
quae expressio oam valore formnlae : 



coiaddit 
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Qnibas collectis eraitur hoc primam theorema : 
„8i fx designat fanotioDem iotegram ipaios x rationalem, atque n^ et 02 
yySttut qnaulitates reales, h vero qaantitaa aat imaginaria, aut reali« tali». 
,,al aut b — üi aut 1I2 — h posUivum sit, valor iotegralis defioiti 



10 f /^ ^^ 

y,ad quadraturam circuli per hanc expressionem redacitur: 
10 - ^\—f^ 1 /^ 

„ubi deiiotalioiies articuli I. adhibentur.** 

Corollariam 1. Si ponilur /Ir = (jr — h)Fx^ eriii 

/ "' Fa- gar _ f Fx 1 

unde 81 tfisss 1, Osss — l ponitar, emanat hie valor iDtegraHs defiuiti 110- 
tissimi : 

Corollariam 8. Si in aeqoatioue utrumqoe termluom ut funclio- 
nem ipsius b apectamns, atque (m — 1) differentiationes secuudum h facimu», 
obtiuemus, lemmate 3. adhibito: 

ij f[ fxdx — ^r 1"" 1 

y (x - hr V((ü , - x){x ^a\ ) j ^ ^l(x-.6ry((x-aj(x^a.))l^^, 

n (*-O|)*(»-«0* 

Ponamua in aeqnatione (10.) ex ordine : 






= />, et 6 = 6|, 



^ — fxy et ft = ftj, 

etc. 

ubi y^jx functio integra ipsius x tfA^ nee non 

Fx = (ä?— fti)(x — ft,) .... (x — *y), 
pouitur, atque aequationes inde oriuntes per additionem coniongamus, quo 
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tlieoria rendaomm enuuiat fore : 

Fonmlis (f8.) et (84.) adhibitis, aponte prodit otramque expressio- 
Den (19.) et (ff.) eandem ease. Simüiter vero per fonmlaoi geDeraliorom 

quae aeqoatione 

correapondet, reaidiiimi integrale : 

^^^ {(Fx)) (ar-a,)» («-«,)* * 

Tranafonaare licoiaaet in reaidmim integrale fiinctionia ratioBalia 

(^) ^•->l((F(i(a,+a.) + i(.,-aOG + |)))) 

Adüoere adhae placet, fore: 

to 1 [»(m«.4-«.)+4(«,-«.)0+7)) 

qoae aeqoatio generalior eat, qoam in theorenuite 3. expreasa, atqae com 

hac ipaa etiam formolae (ff.) ope directe demonatratnr. Ex theoria reai- 

doonua enim aeqnitor fore : 

i 

If-v-«.-..k.-. .))!.• '^((.■))4j/((i.-..)(i-..))' 

«tqae 

(» (i(«i+««H-i(«i-«.)(t + j))\ ^ y(i(«.+«,H4(«.^.<'+7)) 

F(*(«i+-,)+i<a»—.)(r+|))|^'* ((0)F(*(«t+«,)+K«.— ,)(f +4)) * 
Pwtto vero 
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atqne, ot tarialHlM « et I aianil eranescant, 

fit: 

1 4 1 



40. 



.<,»> 41. |f = -'^f(r-i). 

lan Tero ex fornula (t%.)y qoae etiam ad hone casom exteudi potest^ deri- 
Tatur haec: 



«"»4 1^((7-.)(7— )) «'»oc')'Ki)V((i-..)(i-..))' 

si ponitur 

- 1 

« - ^/ -s ^ _ , 

in qaa aequatione snbstUotionibua ex aequat. (40. el 41.) factls, babebimna 

^ »I 1 _^ »[i(^.+^») + i(a.--a,)0 + 4)] 

Q. e. d. 

Fortaase Geometris hae applicationes theoriae residoorum haad dispU- 
cebmit lam vero hac longa digresajone finita, ad generaliores applicatio- 
nes prineipii in art IL adhibiti aggrediamur , quae ad integralia funetioneni 
irrationalem 

luvolTentia delerminanda dncunt. 

HI. 

Ponamns ut aeqaationem fiindamentaleni hanc : 

(op— ai) + r(a?— ö,) = 0, 
nbi n est nnmeros integer poaitivns qoilibet. lam vero eodem modo^ quo 
in art II. osi flnmiua, demonatrator^ variabilem /, dum radix boina aeqnationis Xj 
nt Tariabilis tractatai ab Oj naqne ad a^ continuo crescat, ipaam ab oo naqne 

CreU^t ioowa d. M. Bd« XXL Hft 4. 41 
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ad coDtiooo decrenere Si igitar talem radicem Inter 02 et ai ifteentem per x 
ipram deoatemufl^ et per m qoaotitatem poaitivam nonero n mioorem, erit: 

iibi per f" et ( ^*JJ j , ri m est onmeras bod integer vel adeo irratioua* 

lis semper valorem ouoin poaitiirain deuotare velimoa» 
Brevitatis graiia pösito: 

jp — at + r(jp~ii,) = ^(J?,0 

nanciscimiir, si fx et b eodem modo ac iu art« IL ddininntor, baue aequ»- 
tiooem : 

Bode per maiilea traBsformationea , Btrioaque prioria lemmatia ope, iat^a-» 
tioBeqae facta, baee oritar: 

Priu9 integrale secBodi lernÜBi poai facilea traaafoniationea ad huoc 
valorem : 



iftfi 






atqiie posterius eodem modo ad haoe: 



«n — * * 



reducitBr, ubi denotatiooea in arliealol. iulrodactae valent Si qnantitas h 
valore reali poaitivo qaantitate a^ maiore vel qnantitate a^ minore gudet^ 
posterior expreasto fit : 



11 

Qoibusr collectm babebima^ 
Theorema 4. ,,Si fx et h easdem qnantitates demgnant, ac in tbeo- 
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^remateprimo, Becnon n mmienuB integroin posiäviim atqoe m qQtntitateni 
„positiiram ip«N> n minorem integrale definitam: 






^ad qoadratnram diyiaionemqae circoli redacitnr per hane formnlam ; 

n fi 

y^nlii denotationes art L adbibentur.** 
Corollariom« Expressionem 

repraesratare licet, nt hoc residaom : 

atqae expreasioaem 

per hoc residaom exprimere possumus t 

TP /^ /"^ - «iV 

Simili ratione ac in arlicolo II., iisdem denotationibaa (15. et 16.) 
introdoctis, adipiacimnr ex hoc theoremale hoc muko generaUos 

,,Theorema 6. Si tpar et Fx snnt qnaelibet functioiies integrae, 
qoaram haec forma: 

,,gaudet, nbi qoantitates h quosvia valores reales extra interrailom Or — üi 
,,iaeentes, vel quoslibet valores imagiiiarios habeiit, integrale defioitnm 

,,ad qoadraturam atqoe divisionem circuli revocatur formolae hoius ope : 






44. 



,ii,=^ lF,»~«,i^VW-«,>' /J^ «in^ » 1.2 ...,(«,-1)5*;*" 

4t« 
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Corollariom. Si banc expressionem , per residoa repraesentore 
veliinas^ erit 

m 

Qnae residua, si m eat nomerus integer, illud per tranfiformationem 
hoc per transfonnationeiii 

Vx — öj/ 1 + ' 

facile ad residoa fanctioDam rationalium reduci possunt 

IV. 

QoaecQnqoe integralia definiia in articulis antecedeutibas deterninavi- 
miis, per caiculos satis extensos ipsa et adeo similia indefiuita inveiiiri poase, 
notam foit Fortasse ob coociiinitatem formularam, qaaram ope vidoram 
iategraliam investigaUoueiii ad operationes fiuitas mereqae algebraicas redaxi- 
mns, haec longior expositio excasabitur. Ex generaliori vero aeqaatioue 
egredientes foDdamentaii, per eaiidem metbodum ad relationes ioter iotegra- 
lia Abeliana generalioraqae pervenimus, quae ob novitatem concioDitateuique 
formolaram geometrarum attentione dignissimae videotur. 

Ponamus Dimiram hanc aeqaatioDem : 
46. (je — a^{x — as)....(x — Oi—i) + '* (^ — ^ (^ — «♦)•••• (^ — = 0, 
ubi diflerentiae 

posilivis vaioribiis gaudeot. Dommodo qaantitas t positiva est, videmus, 
terminum priorem aequatioois (46.) fore: 

pro X =s tfj posHiviiiii, 

pro or = 02 uegativiuu^ 
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pro ^ sz Ci negativoiiiy 
etc. 
ita ut pro xsiii«^! aigoimi (— 1)*^ et pro x^^thn siganm ( — 1)" habeat 
lüde seqaitor, dum quantttas t positiva mtj sc radices aeqaatioDis (46.), quas 
ex ordine, pro eodem valore ipdos t, denotabimus per: 

Xif X^y •••• Xg 

reales ense^ atque oontineri respective in bis intervallis: 

Deinde cum sit : 

log r = log J«£:^f + log J=-^ + etc. log ^'^-=1 

differentiatione facta, pro qoalibet aequationis (26.) radice, valebit haec 
formula : 

lüde derivatur, valorem ipsios p— , dum / ipsum positivum maneat^ proqua* 
libet radice aequationis (46.) negativum fore, hancque ob rem has radices 
dum / ab usque iu iüfiuitum coutioao crescat, respective decrescere 

continuo 

Xi ab ßi usque ad 02» 

X2 ab a^ usque ad a^j 
etc. 

x^ ab 02«-! usque ^d Ou* 
Ex aequatioue (46.), si per x quaelibet radicum Xi^ x^^ etc. x^ designatur, 
fluit liaec: 

n 

ubi m est quantitas positiva minor quam n, alque idem, quod in formula (48.) 

adnotavimus, valet. 

Loco aequationis (46.) brevitatis gratia posito 

48. ^(x,0 = 
atque 

{x — aji)(« — aj)....(x — «2*-i)'^ V^(a: — «t)(«r — «4)«... t«— 02») -^ ' ^ 

diflerentiatione aequationis (48.) instituta, muitiplicationeqiie per 

v^fx 
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facta, post noQQuUas reductiooe« haue obtinenue aequationem : 

60. f^'X.dx nr'-^fx dt 

Adiiciamiw fx esse fonctionem iotegram raüonaJem , atque h quantitateo^ 
vd realem extra intervalla 

iacentem, vel tnagiDariam qnamlibet. 

Si loco quantitatis x in aeqaatione (&0.) ex ordine poniniMi x radi- 
eea aeqaaüonia (46.) ad valorem t pertinentes, atqae in aingula qaaqae 
aeqoatione iude prodeuute integratiimein facimus ab / ss oc osque ad ^ xs 0, 
atque ree^)ective ab Xi e= a^ usque ad jr^ ass «^y 

^2 =» «4 • • Ca s= a^y 

etc. 

^x = Ä2, - - jp^ es «,,^1, 

habebiaitta hanc aeqoationem inter lutegralia defiiiita : 

/m 

qBam secondan deootationes articoli I. ito repraesentare licet : 



6f 



'» 



lam vero ex leinnwte primo tegBitar fore: 

qao sobflütato, lemmatis secoodi ope, ex aeqiMtioue (5S.) n brevitatts 
tia pooiaias: 

m 
^* (x— aj(x — a,)....(x—«2,^l) l (« — a.Xx—a^)... .(«—•!,) J 

hanc eraimas aequationem: 

*tÄ sm — 

n 

Oaibiis coUec(i9 prodtt boc 

Tbeorema 6. memorabiie. ^Si Wt fx fnuetionem integram ratio* 
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i^nalem iprios x, per X expressiouem deDotemus baue: 

n 

(« — «J{x — a,) •.. (« — «ajc-i) •^Vv (« — 3ra)(ar — «4) .... {x—a^)/ ) 

^obi qiuuititates a^, 029 •••• Osi, tales rant, ut differentiae 

^poaitivis valoribo« gaodeaDty atque n est nuinenur iuleger positiviifliy nee qoq m 
^ qaantitaa positiya ipso n mioor ; 01 deniqoe quantHas h Tel q( realia extra Umitea 

,, iaceofl, Tel ot ima|;iiiaria quaelibet assomHur, sonma iDtegraliaiB defioitoram 
^ad qnadratoram atque diTisiooem circuli reTOcator per formalam: 

810 

n 

^nbi ^x per aeqoationem (63.) explieatur.'' 

Corollarlam. Expressionem in altero lermioo aequatiouis (54.) 
per reddaa exprimere licet} nimirom erit 

I fx ^x\ P * * 



Itaqoe habebimoe baoc aeqoatieiiem : 



Aeqae ac in aHicolia aatecedentibua ex boc tbeoremate deriTatur 
hoc geueraÜMimiini 

Theorema 6. ,,81, iisdem donotationibas ac in tbeoremate 6. Ta-* 
leutibus, ponitur: 

Vx = (0?— JO^'C*— *ar* •••• (a?— *.)'^» 

^nbi qoantitates ft^ &21 •••• ^r iiadem conditionibns ac qoantitaa h in tbeore- 
,,niate6. aatisfaciont, atqne 

etc. 
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^^aggregatoBi hoc integraliom d^itoram: 



ai Af 



„ad quadrataram atqae divisionem circoU redocUar per hanc formolaa 
55. P = -^ 



^sive per baue expresnonen, obi signiuB reridnomm adbibelar, 

((*«))F-; 

CoroIIarian. Si ponitor; 

fae s= Fx,Px 

ubi Px alia fonelio Integra est, prior terminiur expressioni« (Sft.) evanescit, 
atqae erit: 

««. y XPxBx+J XPxBx+ .... +y XPxBx 



a% a« a^ 



. myil(a? — g^) ,,.. (x — au^i) »^ \\ (x — a«) .... («—«2«) ^ /Jx-»* 



Sin 
n 



Si fonctionis Px ordo, nomenmi k— 2 haod raperat, inde iBoit, fore: 
57. y XPxbx^J XPxdx+ .... +y XPxdx = 0. 

V. 

Haud supervacaoeniii mihi videtnr, theoriam geaeraleni in articolo 
antecedenti expositam, noonulUar exemplis illostrare. 

Exemplmn 1. Sit: 

m s I9 n SS 2 Fx MS 1. 

firit 2 

i|r _ jl j^ /(a,— ar)(dc — Ca) ,>.> (x^a2M^i) \ 

qoae expressiO) dam argomentom x in intervalUs 
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coDtioetory in htnc abit formams 

JL SS j- ^ 

atque dum arguineiitiiDi in cetera intervallis iacet 

iB banc: 

X» * 

V((aj— «)(« — «,) ..•. (» — 412,)) 

Brevitatis igitur causa^ posito : 

2 

ex eorollario theorematis 6« aeqoantur bae fornmlae : 

Hbi loco nomeri % — 2 iu naineratore 9 quilibet nomeras ipao k— 2 minor 
positivoa poni poteat 



=* i«" {«i + «j + • • • • + «2«}» 
^i'/.^m + ar.i.i.Cl,!], 

nbi generaliter per 

denotamna fonctionem symmetricam argomeutorom 

cnina terminus uniis est 

«r> ^y «!• 

CMl^f ImMl d. M. na. XXI. Hft.4. 4t 



318 i6* Richelotf de inttgr. def. ad quadr^ eure. perf. 

Si ponaams generaliter 

n m^ 1 «3 ,♦♦, 2/i — 1 

^^~" 2. 4.. ..2/* » 

erit 

vbi Buneri (x, v, ^ «f. ita omnibus modis determiDantor, ut sit: 

aut fi as A. -|- 1 y 

aat f* + ^ *=* ^ + 1 > 

aut fA + >' + ?='^ + ^> 

etc. 

atque fi> v> ^ elCy aignimi sammatoriiui vero exprimit, fanctionea obidh 

bu bis modis ortaa «ymmetricas additione coDiangendaa esse« 

Ex prima harom aequationiim relatio ab illitstrissimo Jaeobi inveafa, 
coins siipira mentioDem fecimus, sponte prodit. 

Bxemplum II. Sit: 

m = 1, n a=5 2, Fx = x — *, 

atqoe qnantitas b realis extra intervalla 

Hl • • • • Il| j #1 • • • • II4 j • • • • ^i^2«-*i • • • • w^x J 

iacens. 

Ex theoremate 5. emanant hae aeqaationes: 

{x^b)Jx J lx — b)Jx ^ ^ J (x — *) Jar 

__ , n &»-* 

"" - V((6~o,)(fr-«,) .... (6-ate))' 

(x— *)i:/» y (x — 6)^/x ^ ^ J (X — i)^x 

_ - . «*! 

{»—b)J* J {x^byjae ^ ' J ix^h)J» 

pounuy brevitatis grati»; aggregatum termiii 



16. Riehelotf dt inttgr. def. ad quadr» circ» pert. 3|9 

qood in exemplo 1. per 
designaviinus esse sjSjt^i: 

y {X'-b)Jx J {x — h)Jx '^ ^ J (x — ft)//a? 

Id Omnibus bis aequationibos superius vel inferins sig^om in ultimo 
termiuo valet, prout productum 

negadvo vel positivo signo gaudet 

Exemplum IIL Sit 

m s= 1, n s= 2, Fx = ar' — 2rJrcos9 + ^^ 

Introdncamus quantitates JRi, H^y II29 Bfi per bas aequationes determinatas : 
(r cosfl — ai ± ir sin 9)(r cosfl — «3 ± ir sinö) ..•. (r cosd — a^^iltr sind) 

s= Äi(cosJBri + isinJBi), 

(rcosö — ii2±«>s«tt6)(^cösfl — ^4±*^®^"ö) •••• (^CMÖ — «te±trsinö) 

SS jR2(cosJ72±is]nll^), 

ubi arcus H^ et Ha aeque ac 9 limites — t et r snperare nequeunt. 
lam igitur erit, si in tbeoremate 6. ponamus 

bi s=s r (cos 6-1*^*9^0)9 

Ä2 5=5 r (cosfl — fsinfl), 

f9t| S3 1, m2 = 1^ m, SS O9 etc. /5r =3 jp*+^: 

n ^ - * 

"*^ "• flc— r(cosö"-isinö)' 
^^^ ~ x~r(cosd + isin0)' 

quae expressio, si ^(JEd— -fls) limites — ^t et ^tt band superat^ redit 
ad hanc 

«i vero i(fli — H2) limites — ^t .... — ^ vel j^tt et tt band superat, ad 
banc reducitur expressiouem : 

^/;4, = y-^=^j(cosi(H, + H3)- 

48* 



9t0 1& Riehflctf de integr. irf. ad qmir. rire. fmt. 

Bodem modo erit 

M = ±y.j^^(co«l(ir,+l^) + i^ 

proot prior vel posterior conditio valet 
Expressio in theoremate 6. 

abit in hanc minunam 

2rBttii0 ' 

qnae post facilea redactiones fit 

Qua expreasione in theoremate 6. aubatitota^ aponte relationea ae^nentea 
pro^nnt: 






-2r»cc«5+r' 



'M 



^ [fir,_i Sin fl + r iSi», «Ä 2 fl + etc. + r*-» <8[, sin K fr] 

* V(Ä. Ä.) iin> ^* 

Bxemplam lY. SKt 

mal, IK SS 3, JPd^ ta 1» 

Bbddü modo nc ante» erit :. 







1 










= 


y 9« 




-a,)» («- 


««)(« 


— .)• 


• • • • 


(«— aa,)) 


prent argumentum op 


in intervallis: 














Tel in intervallis: 


Ol ••• ^ 


'«2> 


«S 


• ••• 


Aj» 


etc. 






• • 


W| •• •< 


.««, 


«7 


f ••• 


<%» 


etCi^ 







eoatinetnr< 



16. Ri ekelet ^ df inUgr. dtf. 0d qumbr. dre, peri. 391 

Qüibiis pontis habebimus has aequationes : 
nbi aig^um Q/Xi v, ^]] denotat fonctionem aymmetrieam argameDtoroiii 

«If Äl^ ^f ^> «t 4ibrr 

caias (erminos generalis 

flf ti\ a; ...» 
est, (alem ot ait 

Tel jx aa \-f-l» 

vel f* + V =5 \ + 1 > 

Tel |X + V + f =a A. + 1, 
atqoe f*^v^^ etc., in qua fonctione aymmetrica poeiea panitur 

Signa» deniqoe C^ designat productom boc i 

1,4,7.10 .... 3/» --2 
3.6.9.12 ....3^ " 

VL 

Loeo formae aeqmtionia genendia (46.) aliaar aopponore placet^ qua 
ad aliaa relationes dacimor. Sit enim ; 

+ '"(«~^(ip— ^)(^— fli)(«— Ä,)^... (*— «^p-i)(ap— «ip-i)» 
nbi mmi« differentiaa 

positivia Taloribna gandent 



etc. 



3CC 16. Richflot^ de inttgr. def. ad jimdEr« drc» pert. 

Dum quantitas t positiva est, secundos (erminaa aequalionUi (58.) erit 

pro X =i aiy positivusy 
pro ^£=5 02, negativus, 
pro X = o,, negativasr, 
pro a: =i a^^ positivus, 
etc. 
Ergo hoios aeqoationis radices, si t positive valore gaadet, reales sunt, 
atque contineDtor in intervailis 

Eodem modo ac in articolo IV« seqnitur ex aeqnat« (68.), si per x radicem 
quamUbet denotamas : 

d£ ^ _i^ 1^ i . 1 . 1^ 1_ 

i I i 

X — ii|p^i~ ap — a4p^ 

quae expressio his duobus formis indnit : 
atqae 

-S ^t— 'g4p I gf— <»t I «4 — ^4 4-,,. I ^4p-I — g4p-^) 

lila forma doeet, valorem ipsios ^, si x in intervailis 

contineatur, negativnm esse, haec euudem valorem, si ar in qoolibet inter- 
vallorum ^ 

03«*««ll49 Il7««*«ll^, eiC« 44p.i»«*«ll4p 

iaceat, positivmn esse. Inde coUigitnr, radices aequationis(68.), dorn variabilis I 
ab usqne in Infinitom crescat, in prioribns intervailis iacentes respective 

ab ai nsque ad a^, 

ab Hs osque ad ob, 
etc. 

ab «4^.3 nsque ad »4^.2, 
continuo decMscere, atque in posterioribus intervailis iacentes respective 

ah a^ nsque ad ^4, 

ab (h usqne ad a^^ 

etc. 

ab a4|,»i usqne ad Oi^ 
continua crescere. 



16. ltic/ltfIof| de initgr. def. ad quaär. ebru pert SM 

Ex M^patioDe (58.) seqoitar, fore 

H 

[y\{x — •«)(« — a^){x^a^) •••• (x — a4|H-i)/J ' 

91 quantUas m positiva ipsoque n niioor est, atque in atroqae termino va- 
lorea poaitivi reales aomuntnr. 

Posito jgitur brevitatia gratia: 

n 

atqoe m 

(aN— aj){«— ÄrJ(aE?— a^) .... (a?— ate) l(a?— aJC»— a,)(ar— <•.) .... (or— aip-Oi ' 



habebimaa haec 

TheoreiuatA 7. et 8. ^lisdem denotationibua ac in theoremati- 
f^hm 6. et 6* valentibus aamnia iotegraliam definiloram 

/**X/ae dx . f^Xfx dx , i r^ Xf^ 3x _ « 

yirevocater ad quadratoram atque divisiouem circoli per formolam 



n 

f^aive 



"" -- ^(r'^'-VBrU 



~ sin^V «*-*>^ ~ ((«))(l->x)j' 

R 

„atqoe summ» integraliuin defiaitorum 

/"' Xfx dx , /*X/x dx , , r X/x ^« _ /i 

Fx "♦■/ ~F^r" ■*" •••• T/ —Px ^ 

„per hanc formalan : 



5> 



6ive 






3S4 16> JiiektUt, dt mttgr, «bf. atf fiiair* eire. pert. 

Corollariam 1. Si poBttnr looo fuictionia fx, 
atque a4pss4i4^,, fisdem fomoUs haue sanmam iat^praliun definitonw 

/"' Xfs dx . r* Xfat dx , , r Xfx d X 

~F^r"^J Px + •••* +y Px ♦ 

exprimi^ dommodo per X et ^ jr designem» Ium expresnoDe« : 

n 

gponte ex antecedentibus emaoat. 

Corollarium S. Conaiderare adhuc placet nonnulloa casus nemo- 
rabttes speciales , in qQibiis Umites integraUom con omnibos limitibw inter* 
vallorum fuoctionis irrationalis coJDcidoot Quem ad fiuen seipregeatw dao 
casus, prent m ipso \n minor vel maior fuerit 

In priori casu loco ipsius fx introducamus functionem 
hl posteriori casu rero 
atque postea in utroque casu ponamua 
libus posilis in priori casu, ubi m^^n eni^ fit 



y ^^ 1 Ul i (•i~^)(^-a4)">>->(^-<Mp) \1 

^/* ~ (x-a,)(x^.,)(ar-a.) .... (x^oip) l'^\(a?-*,)'(x-«,)*....(«-aip^,)*;j 

quae expressiOy cum in intervalÜs 

iii»««.iiiy tf9«**f Uli y etc« 

negative, atque in intervallis ceteris positive valore gaudeat, brevital 
gratia designetor per 

qao posilo smina iategnlium defioitomm (heorenuilis 8. in hanc abit: 



Fx.J.x^J Fx.J.x'^J Fx.J^x *^^ ^fJ tx.J.x' 



16» Richttot, di iniegr. irf. ad qtimdr. eure. pert. 325 



Eo<leiii modo 0! m^^n est, erit: 



n 

quam expremioDem, in iotervallis a|....a2 9 «^....tfiu, etc. negativam, incete- 
risque positivani, denoteoius per 



qao pofiito soibim iotegraUam defioitoniui haec erit: 

Theorem ata 7. et 8. per Bommlla exempla expücare velimus. 
Bxemplom 1. Sit: 

HabdUmos 

^ i 



m X ui intervallis 
continetor, atqoe erit 
f Xfxdx^f Zfxdx-h .... +/ Xfxdx = -^[i^r«],,.. 

«1 «• *^p— t 

Inde coUigitor, m ordo fnnctionia /'xniimeram3p«— 2Iiaodrapere(9 srummam 
integralium nostram evanescere. ^ fxss x^'^ est, erit 

y 'zx^-^dx+/ Zx''^'dx+ .... +y* Xaf^dx = — |^ 
atqae generaliter 

f Xx^^bx+j Xx^'^^dx^ .... +y j:a:"^iax 

= -^SC^C,C,....[|>, !/,?]], 
ubi Signum 

Um» "» ?]] 

denotat fonctioDem symmetrioui argomeDtoreiii 

Äi> «i> flj» <b» <*»» **» *s» «s» •••• *v» '"'♦p» 

CnUe'« Jovnud a. M. Bd. XXI. Hft. 4 43 



326 16. Rich^lot, de iM/tgr. irf, ai guäir. circ pert. 

cnio8 (erminus onus est 



• t • • 



< ar < 
talmiy vt Sit 

rei jic ■« K+l» 

vel fÄ + v s» K-jr^f 

vcl fi+V + f = ^ + 1^ 
atque ft^ ^^^^^^9 >n qaa fanctioiie po^ea ponitur 

a^ = aiy o« SS 0«, a^ SS n^, eic« 
Sigaui C^ denotal prodactum 

1.4,7 .... 3/»~» 

3.6.9 • • •• 3/4 

Si adkve io exemplo hoc poaimus 
ertt 



alqae soaimi integraliuiii erit : 

Ol a« Of •ip 

/* XfxhxAcf Xfxhx-\'f Xfxdx-^ .... +/" Xfxöx. 

a% a% Of '»4p— 'i 

ExenpUm IL Sii: 

Habebimas 

1 

V"((jp— aj(ar— ü^^x — «J^ .... (« — «»p))' 



6J argomeDtam x eotitiiielor in ii 

atque has relaüonea 

y Xfx^xA^f Xfxdx+ .... +J XfxSx 

Si praanma esae 
atque 
erit 



16. Riohelaif de Megr. d^f, üd fttadr. drc* peri. 227 

proiit argnmentum x iaoet in intervallis 
vel in intenrallia 

Il2**»*ll|9 ll^»>««ä|sy ^10****^12) 6tC* 

Poaito igitar 

babebiaus hanc aeqoationein : 



«1 •» ^ "*p-* 



unde sequitor, banc sammam integraliimiy m (üücüoPx ardinem (p — 1) baad 
aaperat, evanescere) generaliter^ue esse: 



«I - . ^ ^» * 



y^ S (/^ C^ C^ .... [fi, 1/, ^ ••••]> 

ubi Signum boc pertinet ad argnmenta 

öl> «2» ^5 Äs^ •••• ^» 

Haec exeiifpia attolisse suffieiat. ÜUeriores vero de eadem nbUerie 
disqaisitiones, dum occasio se praebet, geometris proponam. 

Regiomonti 1 Oct 1889. 
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3M 16. Riehtlot, de iMf^. Af. ad guädr. circ ptrt. 

coins (eminiis onus est 



• • • • 



< ar < 
taleoiy vt Sit 

Tel fi, mM K-f 1, 

Vel fÄ + V om K+1, 
vcl fi+V + f = ?^ + J^ 
atqoe ft^ ^^^ ^<^9 in qaa fanctioiie po^ea ponitur 

o(| = Uly o« SS 0«, a^ s= ^$9 eic« 
Sigaui C^ denotat prodactum 

1.4,7 .... 3/»~» 

3.6.9 •• •• 3/4 

Si adkve io exemplo hoc poBimus 

^» = «3> Oi SS a,, etc. 
ertt 

1 



alqne eaama integraliuiii erit : 

Ol a4 0f «4p 

f XfxBx+y^ Xfxhx^f Xfxdx^ .... \f XfxSx. 

a% a% ot '*4p— i 

Exenplttm IL Sü: 

n s= 3^ m si 2^ Fx SB 1. 
Habebimas 

_X == -i -? , 

V"((jp— aj(ar— üOV* — «a)' •••• («— «»p))' 

si argomeDtam x eotitiiielor in iaierTallis 

atque haa relaüonea 

J XfxBxA^f XfxBx+ .... +y Xfxdx 

Sf penaama esse 
atque 

erit 

XfX SB + -j ^ y 



328 ^'f' Kummer^ über wifdtrkoüe InUgraticntn rationaler Formeln, 

17. 

Ueber die Transcendenten« welche aus wiederholten 
Integrationen rationaler Formeln entstehen. 

^Tom H«rni Prot Dr. B. E. Kununer tu Liegnifz,) 
(FontetxsBg te huktAtm No« 6. im efBl«i und No^ 12« in iweilen Hefte dietet Bandes.) 



Zweiter TbetL 

Ueber die logaritiunisehen Integrale dritter Ordnnng. 

S. 10. 

Ule ailKemeine Form äw logarithmfficbea lot^aie dritter Ordnung, 
fRfQfPdx:dx.ix, entbält mber den ihr e^enthumlichen Tranken- 
denten avch die in dem ersten Tiieile untersnditen logaritfamisciien Integrale 
zweiter Ordnung, and aufeerdem die von erster Ordnung, oder Log»- 
ritbmen und Kreisbogen in sidi. Diese Transcendenten niederer Ordnun* 
gen aber sollen hier nnberöcksichtigt bleiben und^ wo sie sich zeigen« 
als bekannt oder bereits untersucht angesehen werden. Zerlegt man nun 
die drei rationalen Functionen P, Q und R in ihre einzelnen Tbeile von 

der Form pj^r^^ 9 wo / auch eine ganze negative S&ahl seiii kann, (wenn 

nämlich diese rationale Functionen ganze Theile enthalten, oder in den 
Zahlern höhere Potenzen Ton x haben als in den Nennern) , so zerfallt die 
obige allgemeine Formel in eine Summe einzelner Theile von der Form 

Diese Form giebt d^r, wenn nicht die ganzen Zahlen l, m und n aUe drei 
gleidi 1 sind^ nur logarithsüsehe Integrale von der zweiten und ersten Ord* 
nung. Denn wenn znnftchst n nicht s=s 1 ist, so hat mao^ indem man die erste 
Integration ausfiahrt^ nur ein zweifaches Integral rationaler Functionen, wel- 
ches im ersten Theile untersucht ist ; wenn aber, zweitens, m nicht =s 1 ist^ 
so verwandelt sich diese Form durch Iheilweise Integration in 

. f A_ r ß. c , » 
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imd CMÜAlt also ebeafiüb nur logaritbmiwhe Integrale von der zweiten und 
eraten Ordnang. Wenn eodlioh / nicht a 1 ist ^ so verwandelt sich die 
obige Form durch theüweise Integration in 

Da diese Formel dbenfalls mar logarithmische Integrale von niederen Ord- 
sage« eothih, so Meftt der einxige Fall ithrig^ wo /= 1, mssl und 
II SS 1 ist, oder die Form 

Diese wird dwch thetiweise Integration verwandeli in : 

üet erste Tbeii fallt hier wieder hinweg ; der zweite aber verwandelt «ich, 
wenn man die erste Integration ansfishrt und die constaoten Factoren weg-? 

Dbsse Form der logarithmischen Integrale dritter Ordnung läfst sich 
noch bedeutend vereinfachen; namentlich kann sie immer dahin redacirt 
w^^Ar dafe nichc ein Prodnct zweier verschiedener Logarithmen unter 
dem Int^rationszeichen steht, sondern nur das Quadrat eines Logariihmeii. 
Es ist nämlich 

Mritiplicirt man diese Gleichung mit —r^ j integrirt und setzt ^^ =^ ^9 
so erküt man 

Es fiUflt sick also jedes Integral von der Form 
doreh vier Integrale von folgender Form ausdruciceo: 



X 



SSO t7. Kummer^ äher uMnh^Ue InHgraHmm raUanAr Vcmutn. 

uad foigBdi flfaid ia dieamr Fom «Ue logarithwscheB hitegrale dritter Otd^ 
nrof MilialteD* Um radlieh Bocb dieses Integral in seiner einfiidwten 

Form darzturtollen, setze ich a+^^^^^fnnd Ass ^ — j was c-f*^^ 

B.k{t+z) giebt, und erhalte so die Form 

Wird hierin noch (/(iksr))' in (/sr)'+2/A /«+(/A)' entwickelt, so bleibt 
filr die lofarithmiscben Integrale dritter Ordnung die ein&Mdute Form 

dt 



Dieses Integral bat mit dem Integrale A(x) die grftfiito Aehnlichkeit, 
und da es för die logarithmischen Integrale dritter Ordnvng dasselbe ist 
wie jenes fftr die zweiter (kdnnng, so wollen wir es ebenfalls mit dem 
Fonctionszeicben J bezeichnen , wdchem aber hier der Index 3 zngef&gt 
werden soll. Eben so werden wir auch spater die entsprechenden Inte« 
grale vierter und flinfter Ordnung mit demselben Functionszeichen J be- 
zeichnen^ welchem die Ordnungaoahl als Index beigegeben wird. Den 
im ersten Theile behandelten logarithmischen Integralen von der zweiten 
Ordnung kommt eigentlich eben so der Index 2 zu: es scheint aber nicht 
uöthig, diesen ihren Index beizufügen, da ja auch der Index 2, welcher 
den Qnadratwurzeln zukommt, fast durchgehends weggelassen wird. Es 
•ei demnach 

dx 

X 

Wran das Element dieser Function imaginär ist, so fuhrt die Zerlegung 
in den realen uad imaginären Theil wieder auf zwei verschiedene Integrale, 
welche den im ersten Theile behandelten Z> (^^ a) und E{x, a) analog sind. 
Es ist nämlich 

' 

oder, wenn der reale und der imaginäre Theil von einander getrennt werden, 

j (^^i) _ r {t±x)^(eoBa+x) — 2aBinal(+x)^a^{eQBa+x) . 
*^ ^ •/ i'^2xeoB»'^x^ 

t i f il±»)^ sing+2a /(±x) (cos a+y)—a» « na . 
"""y l + 2^cosa + x* ^^' 

Hierin sind nur LogarlÜimen und Kreisbogen enthalten, so wie andi die 



M^) =/^*|l 
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logaritbmuichea Integrale von der zweiten Qrdnnng D(9P,a) und E(x,a)f 
iHid aoffiierdem die beiden Integrale 

/ (l±xy(coBa + x)d x , f ( l±xys[nit.dx 

Diese sollen nun ebenfalls durch die Fanctionszeicfaen D und E bezeich- 
net werden, welchen der Index 3 beigegeben wird. Es sei daher 

Hiernach Uübt sidi die Zerlegang der Function A^{xt^) in ihre realeii 
und Imaginären Theile folgendermaafsen darstellen: ' 

A^iase^) = I>3 (jc> a) ~2al^2(^, a) — ia'/(l + 2x cos a+ «0 

+ t (Es(d?, a) + 2all,(ar, a>— a' arc taug j^^^^ 

Es hat nun durchaus keine Schwierigkeit, irgend ein gegebenes Integral 
Ton der oben aufgestellten allgemeinen Form durch die Functionen D^[xy a), 
i?a(«>a}, D^ixya)^ EiCxfO) und durch Logarithmen und Kreisbogen zu 
integriren ; denn -mau darf nur das Integral zunächst durch die Functio* 
neu A^(x)y ^(^) und durch Logcrithmen integriren, und diese, wo sie 
Imaginär sind, in ihre realen und imaginären TheHe zerlegen, wodorcb das 
iau^näre wieder verschwindet» Ganz auf dieselbe Weise lassen sich auch 
die aflgemeinen Formen 

fPIQlRdx, y^PIQueiMgRdx, fPwretmiQnntMgRds, 

wo P, Q and R beUebige rationale Functionen von s sind, durch diese 
logarithmischen Integrale von der driften, zweiten und ersten Ordnung inte- 
griren ) denn diese Formen sind, wie sieh leicht zeigen UUst, alle in der oben 
aufgestellten allgemeinen Form enthalten. Die Functionen D^{x,9) und 
£) {x, a) sind die beiden einzigen kgarithnisdieii Integrale von der dritten 
Ordnung, da A^ (x) nur ein specieller Fall von D^ (x, a) ist Es wird aber aucb 
hier zweckmäßig sein, die speciellere Function A^ (x) zunächst zu bebau* 
dein und dann aus den gefundenen Eigenschaften derselben die der allgemein 

Deren Functioneii D^^ix, «) und Es{x,a) abzuleiten. Da ferner die mei- 

• 

«tea Formeln för diese sioh betriehdich vereinfachen, wenn ops-t^— 
gesetzt wird, so werden wir auch hier diese Substitution anwenden 
und^ eben so wie für die Functionen zweiter Ordnung ^ ^^ Cilr'jL" >^) 
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durob l>3 (n, a) und E^ ^^T^i) > ^) ^"^'^ ^j (•'^ *) bezdclmeii. Eine 

Zeriegong eines dieser Iniegnüe in einfachere , nur von einem Elemente 
abhangige y wie bei der Fonetion J^aCtf^a), wird dorch diese Snbstitntion 
nicht eriangt) aoch ist uns eine solche Zerlegung auf keine andere Weise 
gelungen. 

S. 11. 
Dieselbe Methode, welche wir g. f. für das einfache logatithmische 
Integral von der zweiten Ordnung J{x) angewendet haben, um die For- 
meln zu ^deui welche die Gnindeigeaschaften desselben ausdrucken, kann 
mit demselben Erfolge auch für das entsprediende logarithmische Integral 
dritter (Mnuag 

angewendet werden. Setzt man nämlich gta^ x irgend eine ratioaale Func- 
tion von jr, welche ich z nenne, von der Art, dafs z und 1 -f* sr im Ziihler 
und Nenner nur reale lineare Factoren haben ^ so kann man das Integral 
Ai(z) nach der in %. 10. angegebenen Methode in seine einfachen Be- 
standtheile zerlegen, welche wieder solche Integrale sind. Es scheint nun 
das zweckmafisigste zu sein, auch hier wieder fOr x zunächst eine gebrochene 
rationale Function vom ersten Grade zu setzen, um dadurch die einfiEu^h- 

sten Grundgleichungen zu finden* Setzt man 7; ^ statt x, so erhält man 

^^\c + dx) ~y \ c + öx/ Va+c+(6+d)x c + dxJ" 

Entwickelt man das Quadrat dieses Logarithmus und integrirt sodann die 
einzelnen Theile, so kommt man auf das Integral 

welches, wie wir oben gezeigt haben , durch vier Functionen J^ (x) aus- 
gedruckt werden kann. Behandelt man dasselbe aber so wie es oben ge- 
zeigt worden ist, so erliält man gar keine Formel, sondern nur eine rein 
identische Gleichuog. Deshalb giebt die Substitution einer rationalen Func- 
tion vom ersten Grade nur dann eine Formel, wenn das genannte Integral 
entweder anderweitig sich integriren lä(st, oder ganz wegfiiUt; das Erstere 
ist der Fall , wenn 6=0, das Letztere, wenn b-^^d szO ist Nimmt man 
zunächst ft ss 0, so kann man, unbeschadet der Allgemeinheit, auch a as 1 
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ood nach Aoafilliniog der Int^graüoiii 
oder, wenn c-)-9^ in x verwanddt wird^ 

DieConsüuife dteferFormd ist filr die beideo Intervane Ton dpes— oe bis 
jpcsO und von ^csO bis deras^-oo besonders «a bestimmen, weil för die 
Grenzwertbe jt ss jh oo und jp &= Diseontinoitat der in der Formel vor» 
kommeoden Functionen eintritt Setzt man aber^ nm die Constante in dem 
ersten Intervalle zn bestimmen^ xsss — 1, und in dem zweiten Intervalle 
««54.1, 00 erbalt man beidemale CcmO« Es ist also filr jeden belio-' 
bigen Wertb des x die Formel 

gültig. Nimmt man zweitens &+d ss 0^ so erbält aum 

oder, wenn a+&a?ss(a4*^)« gesetzt wird, was c-^ixes(a + 0(l-*^) 
giebty 

also, entwickelt, 

und^ da man durch theilweise Integration 

findet, so erb&lt man, indem man diese Integrale durch die Function Ai und 
Logarithmen ausdruckt: 

Die Constante dieser Formel ist wieder für die beiden Intervalle von ar s — 00 
bis « S3 4-1, und von z s +1 bis x a -f- cx> besonders zu bestimmen, weil für 
die Werthe :e css 1, « = + 00 und « »^ — 00 die Continuität unterbrochen wird. 
Setzt man «sO, so hat man C^Air^t)^ m den Grenzen as— oq und 

CrtUt's Joinal d. M, na. XU iUt «> ^ 



dz 
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ss+1; setzt man aber « = 2, so erhalt man Css2^}(--2) + ^(+1) 
in den Gremcen zcss^l nnd zsx-f-op« Diese beiden Wertbe der Con- 
Staate sind aber in der Tbat nicbt yerscbieden von einander. Um dies zn 
zeigen, setze ich zzs^^ welchem Wertbe^ da er in dem ersten Intervalle 
liegt 9 der Werth der Constante CtsxA^{ — 1) zukommt Dies giebt ^,(1) 
c2>f, (— i) — i (/2)' + A^ (— 1> Setzt man aber in der Gleichung (9L) 
4rss-*29 so hat man Ay{ — 2) — Ay{ — \) = i(/2)^, nnd wenn man ans 
diesen beiden Gleichungen A^ ( — \) eliminirt , so hat man A^ ( — 1) ss 
2Ay{ — 2)-f'^3(+l)9 welche Gleichung zeigt, dab die beiden Werthe des 
C einander gleich sind. Man hat daher , wenn ;e in jp verwandelt wird, 
filr jedes beliebige s allgemeingflltig die Formel 

Diese Formel, welcher man noch einige andere Gestalten geben kann, in* 
dem man die darin vorkommenden Functionen nach der Formel (91.) ver* 
wandelt, und die Formel (91.) selbst, sind die beiden einzigen, welche man 
erbalt, wenn man in Ai{x) statt a? eine rationale Function vom ersten 
Grade setzt. Eine dieser entsprechende Formel findet sich in Legenire 
Bxerdces de calcul inte^al; alle übrigen Formeln aber, welche wir noch 

werden, sind für neu zu erachten. Da die Substitution einw 
gebrochenen Function vom ersten Grade nur diese beiden For- 
meln gegeben hat, welche nur eine einzige unabhängige Variable enthal-* 
ten und deshalb weniger allgemein mnd als die Formeln für die Function 
4i(^)f welche wir oben entwickelt haben: so sind wir hier genöth^ zv 
der Substitution einer rationalen gebrochenen Function zweiten Grades 
unsere Zuflucht zu nehmen. Wird eine solche aber in ihrer allgemeinsten 
Form substituirt, so wächst die daraus entspringende Formel zu einer enor- 
men Gröfse an und wird dadurch fast ganz unbrauchbar. Deriiälb wollen 
wir dieser rationalen Function folgende spedellere bestimmte Form gebeat 

Hierdurch wird 
man erhalt also 



- j'Ci-»)» ' 
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Wird nim dieses laiegnl genao naeh den in S* 10. gegebenen Regeln 
zerlegt, eo findet man die geraclite Formd ohne andere Schwierif^eiten 
al9 etwas weitUuftige Bedinnqgen. Um jedoeh anch diese so viel es sich 
tbun lafst zu yermeiden, wollen wir diese Zerlegnag anf folgende, dm 
besümaiten Falle aDgemesnenere Art aoiüBhren. Da för jeden Miehigen 
Werth von a nnd b, 

(/a**)'+(/a)»— 2(/aÄ)'— 2(/*)* = 
ist, 80 hat man, wenn man ac= — , bs=ij^^ aetztf 

und, wenn man a «s xy, b = a^ \ •©***> 

(',f^)'+("r)'-2(/4-f' ) -2(/^-^)* - 0. 

MaUipUcirt man die erste dieser beiden Gleichungen mit |-j , 

die zweite mit 7*^ ^ + i— "" ^^^ addirt beide, so erh&K man, bei gehö« 
riger Anordoaog der eiazeliien Theile: 

(jxji^yyy/ ^dx ydx . 2rf»\ /. x\« dx „,//:rvV ^ '^^ 

V*y(l_«)»; V/— « 1— j'ic^t— «/ y y) y^x ^•*^' 1— y« 

Die einzelnen Glieder dieser Formel sind hier so zusammengestellt, da(s 
sie sich alle unmittelbar durch die Function Ai integriren lassen« Fährt man 
daher die Integration aus, so hat man 

-2^»(-i5ä-2-'.(ppEfe)-2^.(-«)-2(W(«-«)+c- 

Da einige der In dieser Formel Torkommeodesi Functionen nnendlich grofs 

werden, sobald x den Werth +1 erbält, so kann die Conatante aach hier 

wieder zwei von einander verschiedene Werthe haben , von weldio« der 

eine dem Intervalle von » == — oe bis x s +1» dw andore den Intervalle von 

44» 
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d^B8 4*1 bis j? CSS -f« 00 sragebört Es wird sich alier se^en, dtb in die- 
ser Formel^ so wie in allen, welche wir (Sit die Fanetiou 4s (^) berlaleo 
werden, die Constante in den verschiedenen Intenrallen des x slets nnver* 
ändert bleibt; wodurch sich diese Formeln von den för das entspredieDde 
logarithttiisdie Integral der zweiten Ordnung im ersten Thefle gefnndenen 
wesentlich unterscheiden. Setzt man, um die Constante in dem eisten Inter-* 
valle zu bestimmen^ « ess 0, so eriiSlt man 

Dm nun die Constante in dem anderen Intervalle von x ss ^l bis xms oo zo 
bestimmen, nehme ich dnen der Grenzwerthe^ nimlidi srsm«!, wo m nn* 
endlich grofs ist Da nach Formel (91.) 

Ar «fssoo ist, so i^ebt dieser Werth 

oder, da m sich von selbst hinweghebt, 

-24,(i^)-24,(y~l) + Ca:0, 

welches genau mit dem in dem anderen Intervalle des x gdtenden Werlbe 
fibereinstlmnt Setzt man in der Formel (91«) xsst — y, so sieht man so» 
gleich, daCi der Werth des C auch folgende Form annimmt: 

C s -24,(-r)-*(W + 2(W/(l-y) + 243(-l). 
Substituirt man nun diesen Werth des C, so laist sich die gefundene Fw»- 
mel folgendermafsen darstellen : 

Diese Formel soll nnn für die logaritbinisclien Integrale dritter Ordoimg 
eben so als Gmodformel beaotzt werden, wie wir die Formel (f.) als Grund» 
fbrmel fiDr die ganze Theorie der logaritbmiscben Integrale zweiter Ordnung 
gebraucht haben. Sie ist zwar im Vergleich mit jener complicirt zo nennen» 
weil sie neun solche Fnnclionen in sich enthält; aber dies liegt in der 
Natur der Sache, da die einfachen Eigenschaften der logarithnüschen Inte» 
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graitt niMBer mAv venchwMeiiy je höher die Qrdnmig deraelben wird. Es 
giebt zum Beispiel för die eiofadie logarithausche Function von der dritten 
Ordnung A^{s) anCser der Formel (91.) I^eine andere, in welcher nur 
swei solche Functionen nit einander Torbunden wären, und aufser der 
Fennd (93») giebt et nur nodi eine einzige, in welcher drei solche Functio« 
neu TorkoBunen, nimlidi die Formel 

welche man ans (93.) erhSlt, wenn man ytsAx setzt In allen flbrigen 
Formdn, welche wir gefunden haben, kommen mehr als dr^ dieser Functio* 
neu vor. Einige der einfachsten sind folgende: 

wddie Formel man aus (98.) erhalt wenn man yas^i setzt) ferner 

diese eikiU luui aus (98.), wenn man y-ssi — » setzt und alsdann x in 
p^ verwandelt, oder indem man x^szy^ setzt und alsdann y in — x 

\ ■" sc 

verwandelt. Setzt man in (93.) y*cs— jr und wendet die Formd (94.) 
zur Vereinfachung an, so eribält man 

97. ^(«»)-i^,(— «^) + ^,(jO— i^(-«^') 

s 2yA(*it) + 2^3(|) + K'*y-2(/^)V«-|^(— 1), 

WO Kärze halber j^»^ gesetzt ist. 

Die Aazahl dieser specielleren Formeln UUist sich leicht betrachtfich ver- 
mehren, wenn einer der beiden Grölseu x oder y andere, besondere Werthe 
gegeben werden; auch lassen sich dieselben in vielen anderen Gestalten 
darstellen und mannigfach unter Lander verbinden. Von diesen Verbin- 
dungen wollen wir aber nur einer erwihnen, welche man aus (93. und 94.) 
leicht erlialt, nemlich der Verbindung 

98. A^ir-x) = 

^,(~^)-^,(ar-l)-i^, (~ C-^y) + (&)V(I-ar)-i(/x)'+^,(~I). 
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nimerische Beredmung der Fanetioo ji^Xf 
von Wichtigkeit; wie wir alsbald zeigßn werden. 

S. 12. 

Die Function ^3 nimmt fortwäbrend ab, von dr=s — oo bis xss— 1: 
von JT =/— 1 bis ^ iB + ^ fther nimmt sie fwtwfthrend zu i denn der erste 

Differenzialqnotient ^'l^^ '^ ^^ ^^^ gansen ersten Intervalle negativ, 

in dem zweiten Intervalle aber positiv. Für arss — 1 bat diese Function 
ein Minimum, dessen numerischer Werth ^3(— l)aB — 3,4041138063 oder 

yfsC— 1) SS 2iSfj ist, wenn nach Lefmdre durch 8^ die Reihe 1 + p 

+ 3i+**** bezeichnet wird. Da femer ^3(0)xsO ist, so folgt, da(s Ar 

alle positiven Werthe von x auch As(x) positiv ist, und die Formel (91.) 
zeigt, dafs wenn x sehr grofs ist, yi^(x) sehr nahe gleich i(txy wird 
Für negative Werlhe des x ist Js(i*) anfangs negativ, kehrt aber bald 
wieder ins Positive zurück und wird, auch wenn x negativ sehr grofs 
ist, sehr nahe gleich ^(1 — x)\ Die numerische Berechnung dieser Func* 
tion wird durch die gefundenen Formeln auCsierordentlich erleichtert; denn 
vermittelst derselben kann man jede Function A^ix) durch andere aus- 
drucken , in welchen das Element x in bestimmte, sehr enge Grenzen ein- 
geschlossen ist; so dafs eine ausreichende Tafel dieser Function nur ein 
sehr kleines lutervall umfassen durfte. Zunächst kann man nemlich durch 
die Formel (91.) jede Function ^3 (o?), in weldier der absolute Werth desjr 
gröfser als die Einheit ist, durch eine andere ausdrucken, in welcher x in 
den Grenzen — 1 und -^l liegt; ferner kann man nach der Formel (94.) 
jede solche Function mit positivem Elemeute durch zwei andere ausdricken, 
deren Elemente negativ sind, so dafs nur noch das Intervall von — 1 bis 
zu berechnen bleibt. Dieses wird nun durch die Formel (98.) noch weiter 
eingeschränkt ; denn durch dieselbe wird jede Function J^ (x) , deren Ele- 
ment X in den Grenzen — 1 und — i(/^5 — 1) liegt, auf drei andere reducirt, 
deren Elemente in den Grenzen — K/'S — 1) und liegen. Durch Anwen- 
dung der Formel (96.) kaun man sogar die Grenzen dieses Intervalles wie- 
der so weit verengern als man will. Da aber diese weiteren Reductionen 
zu weitläuft ig sind, um praktisch mit gutem Erfolge angewendet zu werden, 
so übergehen wir dieselben. 
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Um non Ji(pc) lu Reiheik zu entwickelo^ verwandela wir dieses In* 
tegral dorch tbeilweise lutegration folgendermafseii : 

Wird 1(1+ x) entwickelt und die doppelte Integration ausgerührt, so 
hat oian 

99. ^(r) = ~(/xy/(l + x)+2/ar.^,(x)+2(f,-f; + 

Diese Reiben -Entwickelung, durch welche man ^3 (jr) fQr alleWerthe deso? 
in den Grenzen —1 und -|"1 berechnen kann, setzt das entsprechende 
logarithmische Integral der zweiten Ordnung J^(a?) als bekannt voraus. 
Ist dasselbe unbekannt, so mufs man dafür die Reiben -Entwickelung aus 
S* 3. substituiren, wodurch man erhält : 

100. A(x) B (/xy/(i+^)_2/^(^-^ + |r-|r + -.) 

T ^ Vir— 2»" *** 3^~"4^ "^ •••*/• 
Wenn man x in — verwandelt und alsdann yh(—) u^ch der Formel (91.) in 

Az{x) — \{lxf verwandelt, so erhält man eine Reihen -Entwickelnng, 
welche nach negativen Potenzen von x foriscfareitet und welche dazu 
dient, diese Function fbr Werthe des x zu berechnen, welche gröüser als 1 
sind, nemlich die Reiben -Entwickelung 

101. ^(a?) = 

Für den Fall, da(s x dem Werthe +1 ^^^^ — ^ ^^^ ^^^ ^^j 
convergiren diese Reihen nur sehr langsam. In diesem Falle mufs man, 
um dieselben mit Yortheil anwenden zu können, die Function Ay{x)f wie 
wir oben gezeigt haben, durch andere Functionen derselben Art ausdrucken, 
in welchen x dem Werthe näher liegt Da dies aber Weitläuftigkeiten 
verursacht, so wollen wir für diesen Fall andere Reihen -Entwicke- 
lungen herleiten, welche nach Potenzen von Ix geordnet sind und deshalb 
grade für den Fall, dals x der Eins nahe liegt, sehr gut convergiren. 
Da diese Art der Reihen -Entwickelungen nicht nur dem logarithmi- 
schen Integrale dritter Ordnung A^{x)y sondern eben so den entsprechen- 
den logarithmischen Integralen aller Ordnungen zukommt, so wollen wir 
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dieseHmi sogleieh aUgemein für das IntegtA 

geben. Seist man d^sa^-e'^ so rerwandelC sich das Integral in 



Es iat aber, nacb Potenzen von z entwiekeU» 

wo B^ssi, Bjcsi^r» Bs = tV9 ^* die Bernoti/fiachett Zahlen 
Wird nun diese Reihen «fint Wickelung sobstitoirt und die Integration ans« 
gefährt, so hat man 

Diese Reihe ist conyergent in den Grenzen dra-^2r und +2jr> wie man 
aus dem bekannten Gesetze ersieht^ nach wdchem die Reihe der BemaulH^ 
sehen Zahlen zunimmt Auf ähnliche Weise hat man auch 

und da bekanntlich 



• # • • 



e* 



♦"f" 1.2 ■ l-2^3.4 "T" 1.2.3.4.6.0 



• • • • 



1+»* * • 1.2 1.2.3.4 *^ 1.2.3.4.5.6 

ist, so erhält man ebenfalls 

ffr'^-imi '" . (2'^l)g. »"*» (2*~1)B,«"4^ . 
^.(«*; — ^U; + 2.»T^ 1.2(«+i) 1.2.3.4(n+3) + *"** 

welche Reihe in den Grrazen sr ss -.^r nnd « ss 4- jr convergirt. Für den 
besonderen Fall nsss3, um welchen es sich hier handelt, hat man daher 

10«. M—e') 
A( \\ I ** I ** I ^'** B,«« , B,g» 

BS ^jt—i; "** 2 ■*■ « ■*" 1.2.4 ■"0:3.4.«'*' 1.2.3.4.4.6. 8" 

108. u^,(+«') 

= > (±.\\^ «• . (2'-t)B.«* (2*-l)B ,»« . (2«-l)B.«« 
=» -»ji+i;-!- g-l 17274 1.2.3.4,6 ^^ 1.2.3.4.5.6.8 

Bestimmte Werthe des jp, für welche sich die Function A^{so) durch be- 
kannte Functionen^ namentlich durch Logarithmen und Kreisbogen aus- 
drflcken liefse, sind bis jetjit noch nicht bekannt, obgleich schon Jm^ 
und Johann Bemotüü und später Euler und andere Mathematiker 
darauf ausgegangen sind, besonders den Werth des Jt{ — 1)» oder was 

daoaelbe ist, den Werth der Reihe «^s » 14-^» + ji + p + "" 



• • •• 
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dunk die Zahl ir oder doroh Logaritlmen MotamirüAetL Auch mm den 
hier fefundeDen Formela giebt keine einen solchen Ansdrack, weder für 
xss — 1, noch f&r irgend einen anderen Werth des x. Zu bemerken ist 
in dieser Beziehung, da(s man aus dem gefundenen Wertlie von yi,(~.l} 
sogleich die Werthe von -^iC+t), ^ijC— 2) und Ai—i) abieilen könnte« 
denn nach den obigen Formeln ist ^sC+l) = — i-^sT—l), Jy( — 2) = 

$. 13. 

Nachdem wir die Haupteigenschaften deff einfachen logarithmiscfaen 
Integrals dritter Ordnuing A(x) entwickelt haben, gehen wir zur Behand- 
lung der allgemeineren, von zwei Elementen abhängigen Functionen jD3(jr,a) 
und B^(x^a) über. Da D^{x, a) durch folgendes Integral definirt wird; 



D,(x, a) = /(^±^)Meosa+a^)da^ 



SO hat man unmittelbar folgende Eigenschafilen desselben: 

D^(x,—a) =: jD3(jp,a); jD,(ap,a + 2xT) = l>,(jf,Ä)j 

« 
oder wenn *=:-=i^ gesetzt und D,( ^^^^\y a) durch ll(ii, a) 

bezdduiet wird : 

I>3(w.a + Jt5r) = A(t«,ff.); />5(«>0) = ^(— 1); 
D,iu,r) = ^(+1); A(«^,iT) = i^(tang'ti). 

Wenn ferner u und a zugleich verschwinden^ so geht D^iUj a) in J^i-^z) 
ubw, wo z der Gr nzwerth ist, welchen der Quotient -^— erhalt, wenn 
u und a zugleich verschwinden, oder in 

Z>3(tr.oa,a.ui) =3 ^(rx^)> wenn u) unendlich klein ist 

Die Differenzialquotienteu des Dj(x,<i)y in Beziehung auf x und o,' sind 

du = l+2xcos«+ar« + ^^^(^^*> 

Crtlk's lounial a. HL Bd. XXI. Hft. 4. 45 



84t i7. K-ummet, ilher uMl&hoH* ItiitgraHonen ntitntitr Formeln. 

Also ist das ToUattadige DUferenzial 

welches rach auf folgende einfachere Form gebracht werden kann : 

Setzt man »z=i-J~~rr^ so erhalt man hieraus für das vollständige Diffe- 
rential Ton jD(ti^a}: 

Wir leiten nnn zunächst wieder die Formeln her, durch wdehe 
jD,(— jp**, na) und jD,(-f*^% na) in andere Functionen von derselben Art zer- 
legt werden können ; denn diese Formeln kommen den logarithnuschen Inte- 
gralen D und E aller Ordnungen zu. Da 

•^ ' ' J 1— 2j^co8iia + «** 

ist 9 SO hat man^ wenn 'der rationale Bruch unter dem Integrationszeichen 
in seine Partialbrfiche zerlegt wird, und wenn diese einzeln integrirt werden : 

104. J9,(— Ä^^iia) = sU'-AC— *ia+— ), 
und wenn a in a + — verwandelt wird, 

105. D, (+ ar", na) = sl it*/?, (— ar, a + (^ »+<)" ) . 

Setzt man in Dz(x,a)j — statt x, so erhalt man 

und wenn die Integration ausgeführt wird : 

Da för JT SS die Continuit&t der in der Formel vorkommenden Functionen 
unterbrodien wird, so muls die Constante ßkr die beiden Intervalle von 
xtss — 00 bis und von o? ss bis 4* <^ besonders bestimmt werden. Setzt 
man aber x^si — 1 und xs= -j-l, so zeigt sich, dals die Constante inheiden 
Fällen gleich ist Deshalb hat man 

106. A(^.ct)-A(i:,a) = iil±x)\ 
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Setzt mao x =s . 7"*^" so i^ann mgo ng^fi j^p anderen Art der Bezeicb-> 
nung, diese Formel auch folgendermaCsen darstellen: 

107. />,(«,a)-.I>,(-u-«,a)c=:i(l^^P'. 

Die übrigen Formeln ffir die Function D^{x^t^ entwickeln wir aus den 
bereits gefundenen Formeln fi3r die einfache Function ^1(0^)9 indem wir 
das Element x imaginär nehmen und alsdann diese Functionen in ihre rea- 
len und imaginären Theile zerlegen. Setzt man so zunächst in Formel (98.) 
x^ statt X und 1 — ope^^re"'''^ und zerlegt diese Functionen in ihre rea- 
len und imaginären Theile, von Mielchen hier nur die realen beräcksichtigt 
werden, so erhält man 

wo die logarithmischen Integrale zweiter und erster Ordnung, welche in 
der Formel voriLommen können, mit L bezeichnet sind. Da 1-— dp«^ as rar''* 
ist, so ist 

— "^sm^ ^ .^ sin» x ^^ ainii 

"* 8m(u<4-tt)' "^ 8m(u+a)' r "^ sin«' 

und deshalb kann, nach der anderen Art der Bezeichnung, diese Formel 
auch folgendermafsen dargestellt werden : 

/>,(— ti,a + ii) + jD,(a, «) + />,(«, a) = L. 

DiflRsrenziirt man jetzt in Beziehung auf u, so erhält man 

+2Ä,(u,«)~(/;^^ycoti(i.+«) « |§. 

Die beiden FunctioueD £, fallen von selbst hinweg , weil vanäi For- 
mel (69.) $.8. £(toa)=:JB;(fli^— a — «) ist Das Uebrige aber rereiofiMsht 
sich leicht» so daCs man eriifilt: 

ijk « ^'xi(-,J^^\ir-p^\ cotg(fi + a) + (/-^-rY cotg». 

du \sm(u + «)/ \8in(ii4-^r ' ■ \ flm(u4-«)/ ^ 

Die Integration giebt hierauf 

am(u-)-a)\ sm(i# + a)/ *\ 8m(u+a)/ ' 

Um die Constante zu bestimmen , bemeike ich , dafe wenn a und 11 -^ a 
beide in den Grenzen und ;r liegen, die Continuität der in der Formel 
vorkommenden Functionen niemals unterbrochen wird und dala also die Con« 

45* 
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staute dsDn nqr eiMa bestininteii Wertli haben kaniL Setat nan, «a die- 
sen %u bestinnnen, aicsO, so erbalt man C ss J^(_i). Dies giebt die 

Formel 

108. A(— «i,a+ii)+l>s(a,«)+I>,(ii,a) 

für jeden beliebigen Werth des « nod a; denn obgleich die Constante unter 
der YoranssetSQDg gefanden worden ist, dafs a und u + a in den Gren- 
zen und T liegen, so gilt doch dieser Werth der Constante ganz allge- 
mein, da man a nnd u um beliebige Vielfache Ton tr vermehren und vennin- 
dem kann, ohne daüs die Formel sich iaderte. 

Um nun auf ähnliche Weise auch aus der allgemeinen Grundformel 
fdr die Function ^^ die entsprechende Formel ftar die Function ü, herzu- 
leiten, verwandle man in d^ Formel (99.} -x in x^ ui|d y in y#^ und 
setze flberdies i^^xä^ss rf^ und 1 — y^^szrr^. Werden nun die ein* 
zelnen Functionen in ihre realen und imaginären Tbeile zerlegt, so er- 
hält man, wenn hier nur die realen Tbeile berücksichtigt werden, fol- 
gende Formel: 

+ 21l,(-^, ß + r-ti) + 2D,(— *,a)+2ll,C-riß) + li> 

wo L die logarithmischen Integrale von der zweiten und ersten Ordnung be- 
zeichnet, welche in der Formel vorkommen können. Dieser Theil L wird 
am leichtesten durch Diflferenziation der ganzen Formel gefunden; wodurch 
selche zugleich einen eigentbumltchen, von der Betrachtung des loMiginäre» 
unabhängigen Beweis erhält Um aber die Dillerenziation mit Leicbtigkeit 
ausfuhren zu können, treffen wir noch folgende Vorbereitungen* Aus 
1 — «TS«* = rer"^ und 1— ys^'ss^s"^' folgt 

l~2«cosa + jp^esrV 1— 2ycosß+y^ = f\ 

AuUierdem fuhren wir folgende abkfirzende Bezeichnungen ein: 

1 — 2jpycos(Ä+ß)+«^y»Äy; 1— 2- cos(a— ß)+ix = «^ 
Hierdurch wird 



17« Kummer^ übtr wiedirkcUt Imt€grüii§9ten r«lioiMifar Formein. 946 

Dft in den DüTerenziaie der Fsnctkm D^(t, a) der Ausdruck 
4l/(l-f-3«CMa4*^^) vorkoamit, so sind die einfachen Ausdrucke, welche 
diese leicht za beweisenden Gleichungen gewahren, von sehr groben Vor* 
theil fär die Differenziation. In dem ToHsMndigen Differenziale der Func- 
tion Dj {xy OL) ist ferner auch das logarithnische Integral zweiter Ordnung 
Etixjii) enthalten, welches nnr dann yerschwindet, wenn das zweite Eie- 
neat der zu differenzürenden Fnnctioa constant ist Da nun aus den End« 
resnitate diese logarithmischen Integrale zweiter Ordnung yersch winden, 
so wird es zwecknaCsig sein, die Diierenziation so einzurichten, dafs die- 
selben gar nicht erst in die Bechuung hineinkönnen. Dies wird erreicht, 
wenn u und r zugleich als yariahel betrachtet werden, die Differenz u-^v 
aber als constant, so wie auch a und ß als constant Das Differenzial der 
aUgeoBteinen Fomel, in Beziehung auf u und r genonnra , jedoch so, dafs 
%^^9 constant ist, oder iu — ilr as 0, labt sieh nun folgendemafsen 
darstellen: 

Sannelt nan jetzt die eiuzeben Glieder, welche -^ enthalten, und eben so 

p 

die, welche -^ enthaken, so yerschwinden dieselben flir sich, wie nan mh- 

q 

l^ich aus der für jedes beliebige a und 1^ gültigen Fomel 

(/a*7 + ('«)' — 2(/aft)^~2(/*)^ = 
ersieht, von welcher wir schon oben Gebrauch genacbt haben. Die Glie- 

dr 

der, welche -^ enthalten, verschwinden zwar nicht vollständig, werden 

aber leicht vereinfacht, so dafs endlich nur folgender Ausdruck von 4L 
dbrig bleibt : 
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woraus inau darcb Integration 

L = ~ 2 {lyT l^ + i(/y)' + coust. 

erbalt. DieConstante welche nun zu bestimmen ist, kann zwar u — v ent» 
halten , weil dies bei der Diflferenziation ab constant betrachtet worden ist : 
setzt man aber u — rssy oder aiss9 + 7, so kann die Constante nor die 
Grofisen a^ ß und y enthalten, aber nicht die Variable r. Wird ai es 9 -f* y 
gesetzt, so haben die Gröfsen x, y, r nnd q folgende Werthe: 

fän(v+y) siat» ^ sin« sm/> 

^•"sin(v+y+«)' y~8in(t>+^' '^ 1111(1,4.^4.«) > ^ " sin(v+iJ)' 

HieraoB ersidht maa^ dafo aar dann in der allgemeinen Formd eine Din- 
eontinnitat Statt haben kann, wenn, indem r seinen Werth ändert, eine der 

Greisen sin(ti+7+<'()i ^^ ^^^ '^^(P'hß) gleich Null wurd. In diesen 
Fallen könnte daher auch eine Aendemng der Constante Statt habem Wir 
werden aber zeigen, da(s die Constante auch in diesen Fallen unverändert 
ihren Werth behalt und daft sie keine der Gröüwn a, 3 ^^ Y enthalt, 
sondern den einfachen, rein numerischen Werth — 2^,( — 1) hat Um er- 
stens zu zeigen, dafii die Constante unverändert bleibt, wenn sin(r4-7 + A) 
ssO wird, oder sein YorzeiGhen ändert, setze ich sin(9 + y + tt) = ^ woeo 
unendlich klein sein soll. Wird nun o) positiv unendlich klein angenommen, 
so muta man den einen Werth der Constante erhalten, und wenn gh negativ 
ist, den andern : wenn aber o) ganz aus der Gleichung hinwegfallt, so dnd 
beide Werthe einander gleich oder es tritt keine Aenderung der Constante 
ein. Die Annahme sin(r4-7+a)2=o# giebt 
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stn(y + «) sina . -^-mnft 



Femer ist nach Formel (IM.) ^(^9 <)()'=^i('— )* ^^ ^ unendlicb klein. 
Deshalb erhält man 

+ *0 ^y + 2^»(-r>ß)~2(/y)'/(^+ *(/r)' + C. 

Aas dieser Gleicbaog hebt «ich w Ton selbst hinweg und es bleibt 



■ ' 
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Die 'Constante bleibt abo nngeandert, wenn sin (0+7+^)9 indem v sich 
ändert, den Weiih pamirt Da ganz anf dieselbe Weise auch bewiesen 
wnrdt da(s die Constante nngeindert bleibt, wenn sin 9 oder sinCr + ß) 
gleich Neil wird, so wollen wir die Beweise hierför nicht erst herschreiben, 
sondern diesen gefimdenen Werlh der Constanze, welcher unter allen Um- 
stinden gnltig ist, noch durch Formel (108.) in semer einfachsten Grestalt 
darstellen. Setzt man in der Formel (106.) — a— 7statttf, und statt o, 
so stimmt dieselbe genau mit der Gleichung fär die Constante fiberein und 
man erhalt aus der Vergl^diung beider sogleich Cs^s— 2^3( — 1). Die 
jetst Töllig bestimmte Grundformel Ar das logarithmische Integral dritter 
Ordnung D^(x, a) kann nun folgenderma(sen dargestellt werden: 

lO^A(~^,a-/3 + 2ii-2r) + A(-^,a--ß) + A(-ary,a+0) 
= 2A(-~f , a-ß + fi-r)+ 2I>,(^, c» + fi-r)+2A(-f ,ii-r) 

sinu sJDv ^^ sin« sinß 

Wir haben bisher den logarithmischen Integralen, welche in dieser Formel 
enthalten sind, die Form jD, {x, a) gelassen : sie können aber auch auf ein- 
fache Weise auf die Form D^(Uj a) gebracht werden. Zu diesem Zwecke 
mnd zwei Hulfswinkel nothig, welche durch folgende Gleichungen be- 
stimmt werden: 

Durch diese Winkel wird, wie leicht zu beweisen ist, 

»in y X ^^ si»^ 

xp ^^^^ — Bin(q> — m) ccf tAn(\lß — w) 

V 8in(74~<* — ^) ' yr 8in(t/f+«— /ff— v)^ 

yr sin (9 — v) * r 8in(t^— /? — v)' 

jpp^ — sin(y4'^ — 2ii) 

yr^ "^ 8in(9-f-^+^~*/' — 2v)* 

Substituirt man diese Werthe, so bat man nach der oben eingeführten ein- 
facheren Art der Bezeichnung: 
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110. l>,(^ + T^-2t#,a— 0+2i«-2») + JD,<^,tt-.ßj + ll,<^, «+/|) 
+ 2J»,((P+ß~«» ~/3+ti— r) + 2D,(«,«) -h 2 A(r, ß) 

oA MO P V >/ '■"» /?«"("+ «Ai «/"i »ja» V ov/- *> 

Ans dieser allgemeinen Fomel wollen wir nun wieder einige der 
■^wfirdigsten speciellen ITälle entwickelB. Setzt man ß=sa «nd vsas 
«4-0, 80 wird (pss« «nd «/v=sO und man eriUUt 

111. D (n,2a,) « 2 A («,«) + 2 II, («+«,«) + ^,(2;;^^ 

Wenn man die Fuuetionen />,, weidie la ^eser Formel entbalten sied» 
nach Formel (107.) omformt, so kaaa man deradben noch einige andere Ge- 
stalten geben, z. B. 
11«. D,(M,2ii) = 2A(«,«) + 2ll,(-.«-2«,a)+^,(5j^^^!L_) 

-i^» ("'i">t+y'V ^^3(~2a,a). 

118. A(i»-«,2a) = 2A(«,a) + 2A(~«,«) + ^,^g=g) 

. ^ /— 8in(«-f g )«n(tt--g) \ ./, »inii \» /. »i«« y 

4.A(— a,2a) — ^,(— 1). 
Eine andere, noch ziemlich einfache Formel erhält man aas der allgemeinen 
Formel (110.), wenn man ßsa, vss^r — u niaunt, wodurch «^ssO 
nod ^sb2« wird, nemlich 
114. l>,(2tt,2o) = 2i>,(i«,«) + 2A(«+ir,tt) + 2l>3(«,a+ir) 

+ i^,(tang'i«) + i4(t»ng»(tt+ a)) + f (/tang(f« + «))» 

In der Formel^ welche wir jetzt aus der allgemeioeo Formel (1 iO.) her* 
leiten werden, spielt die spceielle Function Dy{^(r — a),a) eine Hauptrolle. 
Diese steht zu der allgemeinen Funetion D^(u, a) in einem ähnlichen Verhält- 
nisse wie bei den logarithmischeu Integralen zweiter Ordnung JB7(j{T--^a),a) 
zu E(n,a\ und deshalb wollen wir, wie wir oben E(\(7r — a), a) einfach 
durch E\a) bezeichnet haben, so auch hier D^Hir-^a^ja) einfach durch 



17» Kummtr^ Skr ivJMltrMk tH^grathmm r0iiomalir P6rm4iih 949 

AC^) bezdchtten« Fflr die lagartthmfacben Integrale zweiter Ordnung 
koiuite Biu,a) Telbttadig durch die einfache Funeüon E'ia) augedrfickt 
werden: hier aber, tta die kigarithmischen integrale driiter Ordnung, kann 
nicht Jedeu Integral Di(u, a) für eich aelbat durch die einfa^ Fnnelien D^(a) 
auagedrfickt werden, eondem nur die Summe zweier zosaaimengehdrigen In- 
tegnde; wie wir sogleich zeigen werden. Setzt man nAmlich in der allgemei- 
nen Formel (110.) f«s»i(r— «) und rÄ:i^(T— ß;, wa«(P»i(jr— a~j3) 
und ^«Bi(T~a + i3) giebt, ao eriiilt man, wenn man von der angege- 
benen einfacheren Bezeichnung Gebrauch macht: 

115. A(i0, H^-ß)+D,{^iß,Ua+ß))=^im(<»r^^ 

Setzt man Ueria weiter ßtmir und 2a*|*ir atatt o, so hat man 

11«- l>,(iT,a) = iJy,(2«)-liy,(T— 2«)+i^,(^ij)+TV^^ 

Die Grund -Bigenndbaffcen der Function l>^(a), welche unmittelbar aus der 
Definition feigen, sind: 

und da für jr s=s 1) D^ir^x, a) in 1^((k) flbergeht, ao hat man aaa (104.) 
unmittdbar folgende Formdx 

117^ ITsChä) « **i>;(a + ?i^), 

deren apedelle Falle fAr iib2, as3 und iis4 folgende aind: 

li;(2a)« 41i;(a)+ 4i>;(a + jr), 

|>;(3a)« 9iy,(a)+ 9l>;(a+fT) + 9/);(a+i*r), 

li;(4a) « 16I>i(a) + 16Zy3(Ä+4T)+16iy,(a+T) + 16/r,(a+|T). 

Andere apecieile Formeln, welche man sidi nach Belieben aus der 
allgemeinen Formel (HO.) verschaffen kann, flbergehen wfa*« da sie UmH 
alle den hier gegebenen an £infacbbeit nachstdien. Ueberhaupt bietet die 
Function D^{v^ a) nicht eine no grofise Manuig&ltigkeit einfadier Bigen^ 
achaflien dar, als daa entaprecfaende logarilhmiache Integral zweiter Ord- 
nung; wovon wir den Grund in einer SdilnCsbemerkung zu diesem Theile 
der Abhandlung zu zeigen gedenken. 

Grelle*! J««nul a. AL U XXi. Hft. 4 46 
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% 14. 

yHt haben Don Doeh die eiafiM^en Reiben -Entwickelongen bemdeüeBf 
weldie anr aonerischen Berecfanang der Function D^ Aenen. Hlenui 
wilden wir die orspranglidie Form dieses Integrales, nfimlicb : 

n f^ »\ ^ f (i±^)H^f»+»)dx 

Setst man der Kflne wegen t^ss l+2arco8a+jr', so ist 
und bieraos bat man dorcb theilweise Integration: 

Da dber bekanntlich 

•v*^; » — I 2 * 3 •;•• 

isty ae findet sich dnroh Ausföhrnng der IntegratiiMien s 

4io w% /^ ^\ /# \tf^ Ol /«cos« X* 0082a , »* eos3a \ 

118. D^(x,a) = (/x)*/r— 2/ap^— j5 j5 1 ^ ♦•••; 

^, ri/«eosa x^ooaaa I ar* s oa8# \ 

+ -^V~P 2» ' 3» — •••V* 

Setat man — statt x nnd nimmt ll,(— ,«) ss D^iSfU) — i(Jlxf aaeh For» 

md (106.) y so erhalt man folgende nach negativen Potenzen Toa m gt^ 
ordnete Beiben »Bintwickelnng: 

IJ». !!,(,,«) =:(|*)»/r-K'*)*+2/*(|?|~ä?^ + ä?g-....) 

*^^\n:i~2r^"**3»:^~'"v* 

Diese beiden Reiben «Eptwickefaingen reichen zur Berechnnng der a«» 
merischen Wertbe der Function Dj(xj a) ans, weil die eine convergiri^ wem 
«< 1, die andere, wenn jr> 1 ist ; vom Vorzeichen abgesehen. In dem FaUa 
aber, wo x einem der Wertbe + 1 oder — 1 nahe Ifegt^ convergiren diese 
Beulen nar sehr langsaai. In diesem Falle ist es daher yorthefflmfi, die 
Fanctiott D(x^a) in eine Reibe za entwickeln, welche nach Potenzen von 
'(±') geordnet ist, oder, was dasselbe fait, die Fnuctionen !>,( — s%a) and 
Ds(+s% a) nadi Potenzen ron ar za entwickln. Zn diesem Zwecke 
branchi man eine uadh Potenzen von ar geordnete Entwickelang Toa 

<^ — #^cssa 
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Dieser AuadradL liCit ach auf folgende Fonn bringen: 
I^i^S^^ = * + i«cotang(i(a+t«))-.iicotMg(i(«-i«)), 

WO j SS /^ — 1. Hiernach eiiiilt man unmittelbar dorcfa Anwendong de« 
Tnyferscben Satzes: 

»**^— ^cos« , A deoimg^a z , cf coianyl« x> \ 

Mttltiplicirt man nun mit z^.iz und intcfrirt, w bat man 

180. !>,(— ^,a) 

Die Diilerenzialqaotienten von cotang ^a, weldie in dieser Entwickelang 
vorkommen^ haben folgende Wertbe: 

dtoig^a — 2 d^ cot g^g ^_ — 4(co8« + 2) d^ cotg^a 

da "" (2 8ini«)** <fa» "" (2 8inia)* ' da» ^ 

>-^ 4 (co82<»f 26cosg-h33) d^cotg^g — 4(cos3g+120co82cg+tl91co8a4-t208) 

(28inia)« » c/a» ™ (2sinia)* 

lieber das Gesetz der bierin vorkommenden Zableneoefficienten sehe man 
Euleri msiUutianea calcuß difermtiaHs Cap. VII. p. 486. Die Reiben- 
Entvrickelnng \onD^(^e'ya) erhält man aus dieser, wenn man a in a — r 
verwandelt Dafii diese Reiben -Eotwickeinng convergirt, weun z klein 
genug genommen wird, ist leicbt zu zeigen. Man kann aber auch die Gren- 
zen genau finden , innerhalb deren sie coovergirt^ dieselben sind zss — a 
bis zmz -f-^ wenn a in den Grenzen — t und +7r Meg^ 

Wir haben nun noch die Beiben -Entwickelungen der Function 
Dj(x,a) fflr den besondern Fall herzuleiten» wo xs± — 1 ist, in welchem 
FaUe wir statt jD,( — l, a) oder ACiC«*— a), a) das Zeidben D^ia) ein- 
gef^Bhrt haben. Setzt man in (118.) jrs— 1» so erhalt man zunächst 

4^4 TV/ \ _ #fe/'®saa , €002« . cosSa , \ 

1«1. Xf,(a) ata ^2(^-pr + -2^-+ -3i- + ---> 

Diese Reihe aber ist wegen ihrer geringen Convergenz zur numerischen 
Beredinung nicht brauchbar. Eine sehr gut convergirende Reihe erhalt man 

dagegen aus der oben gefundenen Entwickelung von £2(^)1 ^^ ~da 
ss2lZr;(a) und 

B2W « —*•* + *+ 1.2. 3.2 + 1.2.3.4.5:4 + 1.2. 3. 4.5. 6.7.6 T—- 

Mt. Integriri man diese Beihe und bestinat die Constante dorch den Werth 

46* 
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123. Ift (a) tss 

^(-1)— «•/«+*«*+ i:2fe+i.!U.4!k«Ä+ i.2A4ir(k7Aä+— • 

NMhderFomell^(2a)a4Xi;(a)4-4J!^(9r— a) erfailC auui hienvc «ndi 
folfeflde Entwiekdoiif von jD'j(r — a): 

193. 1^,(«— a) CS 

-^C-f »;— « "T lA3.4:i~ + 1.2.ä.4.5.6J2 ^^ t2.3.4.4.6.7.W + '*" 

S. IS. 

Genau deoaelbea Gang Terfolgead, weleben wv fOr fie Fuaetiaa 
^s('f tt) genommeo haben, anteraacben wir jetot daa andere yoa swei 
KleMenten abhingige logarUhniscbe Integral dritter Ordnung 

Unmittelbar aus der Definition ersiebt man, daCs 
Ji^(*, — a) sBs — JB,(ap, a), Ei(te,a+ 2 Jt»*) « B3(x, a)» 
Ä,(«,o + (2Jt+l)r) ess Ä,(— x,a), ie,(*,0) » a 

■eiehnet ward, ao hunen aich diese Eigensehaften auch folgendenuafsen 
darstellen: 

Ä,(— tr, — «) =s — ß,(«,a), iB,(ti+jtjr,a) «» ^»(«,0), 

E,(m,a+Kn) ts2 B3(u,a)t Bi(u, 0) ss 0» 

Auch wenn ti und a zugleich verschwinden, ist Bs(u, os), s a Daa voll- 
stiodige Düforensial der Function E^ix, a), wenn die beiden BSeaente 9 
md a zugleich als veränderlich genonmen werden, ist 

ÄVi t» «^ — {l±xYmna.d« , a:{l ±xy{x-\-f)ima)da 9 ß /^ -w- 
rfÄ,(«,a) — 1^2« co.«+a;» + -T+2»«a.«+«» 2i/a(«, a)#«, 

welches auch kürser folgenderraalsen daigestellt werden kann; 

iEy(x,a) « (/±;r)'ifarctangj^^^-.2l>,(*,«)4la. 

Setzt man » = T^"?% i ^ findet sich hienoü 

8U1 vM + ff ; 

NMh diesen Yorbereitnngen amcben wir die Formein, welche die E^^- 
schiften der Fvidioa E^(xja) entiudtcAa Znnichoi findet nu sogleich, 
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dafii fttr diese ronetion eben ao wie ftr die Function Dy (x, a) fdgende 
Fomeln gelten) 

IS4. »,(—«-, »«) t=: n» S*Ä,(— », tt + ?— ), 

Setzt BuiD ferner — statt x, so erbilt man 

JS?,(^, a) B — J8?,(a^a) + C. 

Die Constnnte dieser Formel bat swei von einander reradiiedene Weiibe« 
So lange nemlioh x eontinnirlidi eicli verindert, von x^sz^^oo bia « ss -f- oo^ 
verändert aicb ancb B^{x, a) continnirUch^ nnd behält ancb, wenn x nnend- 
lieb grofo wkdj immer einen etidllcben Werth: wenn aber x von dem 

Wertbe — <x) anf den Wertb -f-oo fiberapringt, oder wenn in eJ—, a) 

X ans dem Negativen in'a Positive flbergebt, ao madit der Wertii dteaer 
Function einen Sprnng. Deriialb ist die Constante dieser Gleicbung üär die 
beiden Falle, wenn x positiv nnd wenn x negativ ist, besonders zn bestim- 
men nötbig. Setzt man in dem ersten Falle jr es 1, so bat man Csbs2 JS,(l9 a); 
setzt man f&r den zweiten Fall xssx — 1, so bat man Cwm2E^(^l^a). 
Diese beiden Wertbe der Constante lassen sich aber leicht dnreh Kreis- 
bogen ausdräcken ; denn filr o? as 1 ist 

nnd da, wie wir oben (. 5. (SS*) gefunden haben , ^(ee,«— 2a)ss:a^«— iV^9 
oder, ivas dasselbe ist, i'2(l,a)8sia^— iVt^ ist, in den Grenzen, ass—r 
bis a SS +^9 M hat man 

dE^{l,9) =3 — i«' ila + iz^rfa, 
nnd nach Ansfihmng der Integration 

12«. IZ?,(l,a) = — ia*+i(5r^a) = — i(a+r)a(a-T), 
in den Grenzen ass — % bis ass -{-t. Setzt man a— r statt a, so er^ 
halt man zugleich 

If7. jB,(— l,a) a ~ia» + ia'r — i«T* =» — ia(a~r)(a— 2r) 
in den Grenzen acsO bis a=s2r. 
Hiernach hat man die Formeln 
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E,(x,a) + Ei(j^, a) = — i(a+T)a(a— t), 

I weuB X poattiv ist und a in deo Greozea —jr und «f-T liect, aad 
138. < /f \ 

fi, (ar,a) + Ä,(-i^, a) = — ^«(«— ,)(«— 2t), 

weim X negativ ist und a in den Grenien und 2t ii^ 

Setzt man jrg= ^^"?^ ^ so ksnu van die Finmda aack folgeodermafiMi 

darstellen : 

IM. B,(n, a) + «,(- v~«, a) - I^> 

wo unter der Voranwetaung, daTs a ond u-^a in den Grenzen und t 

liegen, 
L SS — i(<K+^)tt(a — r) iat, wenn « in den Grenzen — r nnd 0, 
L s — ia(a — r)(a — 2t)i wenn m in den Grenzen nnd r liegt 

Die übrigen Formeln entwickeln wir wieder aoa denen fflr die Fonetion 4s(') 
anf dieselbe Weise, wie wir die FcHiaeln der Function i>s(x, a) oben 
gefunden haben. Wird in der Formel (M.) f. IL x^' statt x gesetzt nnd 
anlserdeB I— jrr^sr^ so giebt der nnaginire Theil dieser Formel 

E,(y,a+m)^E,(^r,m)+E,i—x,a) « L, 

wo L der Tbefl der Formel ist, welcber die logarMmriseben Integrale 
Ton der zweiten nnd ersten Ordnnng enthalt. Da fimier 1— *jrs*^ssr#~"' 
gesetzt ist, so ist 



aiatt ^^ sm« x 



Sttbstitoirt man diese Werthe» so hat man, nach der efafacheren Art der 
Bezeichnung: 

JBjC— «,11 + a) — E,(«,ü) + JS5,(fi^a) = h. 
DilENrenziirt man nun in Beziehung auf tf^ so findet sich 

Vertauscht man jetzt in der Formel (Sl.) %h. u nnd o, so zeigt sich, dab 
-7— SS — lnu — ti^+lz*^ ist, weuu a, fi+a und ff in den Grenzen nnd x 

du 

liegen, und 

^ = — 2(a — x)u — u^-hi^j wenn a und ii + a in den Grenzen 

nnd X liegen und ff in den Grenzen — x und CL 
Die Integration giebt daher 
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B — all'— Iff'-f'^ir'fi-f oonaty wemi a, ti + a and « io dm Gren- 
zen nnd :r liegen^ nnd 

X — (a — r)if* — iif* + i^v + <^<»^9 ^^i^Q tt ^^^ n^a in den 
Grenzen nnd r liegen nnd « in den Grenzen «-— r nnd 0. 
Bestimmt man jetzt die Constanten dnreh den Fall «miOi so findet sieh 
dab sie beide gleich Nnll zn nehmen sind, nnd man hat die Formel 

ISO- JB,(— n^fi + a) — Ä,(a,ii)+Äs(fita) — L, 
W0| nnter der Voranssetznng dafii a nnd ii + a in den Grenzen nnd «* 
liegen, 

Lss — a«^ — iti^+i^** >>tf wenn u in den Grenzen nnd ir, 
X^s:-^(a— >T)fi^— l-if'+i^^«^ wenn n in den Grenzen — r und liegt 
Um nnn die allgemeinere Gmiidformel Ar die Function Ei{x^ a) her- 
zuleiten, welche der Formel (110.) fttr die Function ^(jria) nnd der For- 
mel (93.) ffir die Function Jy(x) entspricht, setze man wieder in dieser 
aps^ statt X und ye^^ statty und auTserdem 1— are«' — rs^»*', 1— ys^'« g #-•'*. 
Werden alsdann die imaginireu Functionen A^ in ihre realen nnd ioMgiaAren 
Theile zerlegt, von welchen hier nur die letzteren zu beröcksichtigen sind, 
und bezeichnet man alle logarithmischen Integrale von der zweiten und ersten 
Ordnung, welche darin rorkommen können, einfach durch L, so erhAlt man 

+ 2E,(^,ß-fi + r) + 2JBi(-jr,a) + 2jE:,(-y,0) + L- 

Die Richtigkeit dieser Formel wird wieder durch IMftrenziation bewiesen, 
durch welche zugleich der TheH L naher bestimmt wird Hierzu wenden 
wir wieder die beiden H&Urnrinkel (f) und ^ an, welche wir schon oben 
f. IS. benutzt haben, nemlich 

am. - xYmm(uA'ß) . . «smfa — Ä 

V «* arctang^ — ^ — H^-t^> V =» arctang iizr-^it » 

Dvch diese beidea Hilbwinkel wird 

0^fi = »rctang':^"^"^'*r^^> ; t^-4i = arc taag ^»^^^7^^5>-t 

V + 4^ — 2ti =s aretang — r-^^^ — r^ — i A m tt^* 

' ^^/r*— arf«Cis(a— iJ+2»— 2ir> 
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J?,(x,tt) + Äj(— , a) = — i(a+T)a(a— t), 
<«ya M weiw s positiv ist und a in deo Grenzen »ar vnd +'' ^*^i ""d 

JE, (*,«) + Ä,(i, o) = — ^a(a— jr)(o— 2»), 
wenn jp negativ ist und a in den Grenzen md 2t li^ 
uao jfgs ~ "?" , 80 ksiitt van die Fonda auch folgeodenBafimi 



darstelleo : 

IM. B^(m, «) + ff^C— i^—Or tt) » L, 

wo unter der Yoraiumtziuig, daTs a und u-^a in den Grenzen und tt 

liegen, 
L SS — i(<K+^)a(a — ^) ist» wenn « in den Grenzen — r nnd 0, 
L SS — ia(a — 9r)(a — 2r)i wenn m in den Grenzen nnd r liegt 

IMe übrigen Formeln entwickeln wir wieder aus denen fflr die Function J^d») 
anf dieselbe Weiee , wie wir die FcHineln der Function D^ (x, a) oben 
gefunden haben. Wird in der Formel (M.) f. IL x^' statt x gnetat und 
anfoerdcB I— jr^^ssr^ so giebt der imaginire Tbeii dieser Formet 

wo L der Tbefl der Formel ist, welcher die logarMmriseben lat^p^le 
Ton der zweiten und ersten Ordnung enthalt. Da fimier U^x^ssre^^ 
gesetzt ist, so ist 



siDii ^ sm« X 

r SS 



8Ui(M-t**)^ siB(tt4-«)^ r sina* 

Substituirt man diese Wertbe» so hat mau, nach der efafacheren Art der 
Bezeichnung: 

Difinrenziirt man nun in Beziehung auf u, so findet sich 

Vertauscht man jetzt in der Formel (St.) % 5. tf und o, so zeigt sich, dab 
^zsz — 2au — u^+hr^ ist, wenn a, ti+a und ff in den Grenzen nnd t 

du 

liegen, und 
^ zsz — 2(a — ir)u — u^-hiT^j wenn a und ti+a in den Grenzen 

au 

und T liegen und n In den Grenzen — t und Ol 
Die Integration giebt daher 



% 
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B — all'—- ^tf'-t'iir'tr-f oonaty weoa a, ti + a and « in dM Gren- 
zen und if liegen 9 und 

X — (a — f)«* — itf^ + i^v + ^^ODi^f ^^^^ a «öd n + a in den 
Grenzen nnd t liegen nnd u in den Grenzen — t nnd 0. 
Bestimmt man jetzt die Constanten dnrdi den Fall iraBOi so findet sich 
dab sie beide gleich Null zn nehmen sind, nnd man hat die Formel 

ISO- JB,(— 11,11 + a) — ^(a,ii) + JBi(fita) = L, 
W0| nnter der Voraassetznng da(s a nnd ii-f*a in den Cvrenaen und x 
liegen, 

X^s — a«^ — itr'+lT'fi ist, wenn u in den Grenzen nnd x, 
Lzss, — (a— .T)ti^~|-if'+|^T^if wenn ii in den Grenzen — t und liegt 

Um nnn die allgemeinere Gmiidrormel Ar die Function JS|(x, a) her- 
zuleiten, welche der Formel (110.) fttr die Function J9,(jr,a) nnd der For- 
mel (93.) für die Function A^{x) entspricht, setze man wieder in 
jri^ statt X und yeP' statt y und aufserdem 1— ape"' « rt*"', 1— ye^ss g# 
Werden alsdann die imaginireu Functionen A^ in ihre realen und imaginären 
Theile zerlegt, von welchen hier nur die letzteren zu berücksichtigen sind, 
und bezeichnet man alle logarithmischen Integrale von der zweiten und ersten 
Ordnung, welche darin vorkommen können, einfach durch L, so erhält man 

Die Richtigkeit dieser Formel wird wieder durch Differenziation bewiesen, 
durch welche zugleich der Theil L näher bestimmt wird. Hierzu wenden 
wir wieder die beiden Hälfswinkel (P und %^ an, welche wir schon oben 
t> IS- benutzt haben, nemlich 

(P CS arctang-z — ^ — ^ 71\_ä. ^ ^ == arctang L/ /9^ * 






Durch diese beiden Hfllfswinkel wird 

^ II ^ ftfc tanr "^^^ "" («+«-t;) , . ^_^^^^ xQ%vi(u^ß^u^v) 

©— r = arctang —r^^ t^t- — -y v — ß — n =5 arctang— ^ — ^-7 — —:\ 

V + ^ — 2u - arctang^^,_^^,^^^_^^2^_2v)- 
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Diese Kreisbogen kommeD alle Id den Differeuxialea der FonetioneD B3 
Tor, welche die zu differensUrende Formel enlbfilty und deebalb wird doreb 
diese einfaidieD Anedrflcke derselben die Becbunog aofserordenttidi verefn* 
facht. Das volbtändige DUTereozial der Fanction Ej entbik anfiMNrdem noch 
das logarithmiscfae Inte|pral zweiter Ordnnng A» wdlches nur dann weg-» 
tiXltr wenn das xwehe Element constant ist. Dmnit nun diese Fnnotiotten D^p 
welche in dem Endresultate von selbst weg&ilen, nicht erst in die Rech- 
nung bineingexogen werden dfirfen^ wollen wir aadi hier die Dtferensiation 
in Beziehnng auf ff und r ausfiBhren, jedoch so» dab m — res 7 constant 
genommen wird, oder du^^dviesO^ Hieraaeh giebt die DUferenaiation der 
obigen Formel: 

Sanundt man jetxt die GUeder, welche if %//, d(p und du enthalten eiaselni 
so siebt man, da(s sie alle f&r sich Yerschwinden und es bleibt nur dL es 0; 
also Lwm eonst, das heilst, L ist unabhängig von n und v, kann aber die 
Differens «— r enthalten, welche bei der DiiTerensiatkMi ab constant be- 
trachtet worden ist. Setzt omn daher «ssn-f^, so dab die Formel mxx 
die vier Groben r, a, 0, 7 enthilt, so ist iL unabhängig von v, also eine 
Function von o, ß und 7. Um nun die Constante L «1 bestiaHnen, setve 
ich 0C9— y, was umO, «ssOf resl giebt^ und erhalte so 

Vergleidlit man diesen Werth des jL mit der Formel (IS9.X ^ üniet man 

wenn ß und ß — 7 in den Grenzen und t liegen und y in den Grenzen 
— T und 0^ und 

wenn ß und j3 -<- 7 in den Grenzen und r liegen uud y in den Greoaen 
und T. 
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Diese Bestimmoiig der Coodtante jL pafirt aber Dor filr diejenigeii 
Werihe des t, Wiricbe dem beatimmteii Werthe rs=s — 7 nabe genug Hegen: 
denn sobald, indem v wachst oder abnimmt, die ersten ÜUeniente einer oder 
mehrerer Ton den in der Formel enthaltenen Functionen B^ unendlich 
werden , iSndet eine Diseonünuit&t Statt, und L ändert plötzlich seinen 
WertL Dies ist allemal dann der Fidl, wenn sinr oder suk(v^ß) oder 
Sin(r-f-a4*7) gleich NuD wird. Man kann sich aber leicht Oberzeugen, 
dafs bei allen Yeranderungen, welche die Constante erleidet, dieselbe immer 
eine ganze rationale Function dritten Grades der Kreisbogen a, ß und 7 
bleibt. Da nämlich die Veränderungen der Constante nur daher kommen, 
dafe die ereten Kiemente einiger Functionen E^ von dem Werthe -|"^ 
auf — 00 ftberspringen, so darf man nur untersuchen, welche discontinuv- 
liche Veränderung die Function £3 bei dieser Gelegenheit erleidet. Nach 
der Formel (1<8.) ist 

^j(+«>fa) =— i(a+ar)a(a — jt); E^( — oo,a)a=s~ia(a — ar)(a— 2t). 

Die discontinuirliche Veränderung bei dem Cebergange aus einm dieser 
Werthe in den andern beträgt also 

Die Veränderungen der Constante können daher nur darin bestehen, da(s 
gewisse Theile von dieser Form zu denselben hinzutreten { und da diese 
ganz und rational und nur Tom zweiten Grade sind, so muls die Constante 
innner eine ganze rationale Function dritten Grades der Kreisbogen a, 
und y bleiben. Die Bestimmung aller besonderen Werthe des L, welche 
den veiMhiedenen IntervaUen der Veränderiichen r angehören, bat durch- 
aus keine Schwierigkeitra , wenn man üBr r diejenigen Werthe nfanml, 
welche von den Grenzwerthen der Intervalle unendUch wenig verschieden 
sind. Da aber dabei 24 besondere Fälle zu unterscheiden sind, wodurdi 
die Rechnung weitläuftig wird, so Übergehen wir die nähere Bestinmui^ 
des L für diese allgemeine Formel und werden diesen Theil nur für die ein- 
fadieren specielleren Formeln genau bestinmien, welche wir aus der all- 
gemeinen ableiten werden* 

Durch Binfilhmng der beiden Hfllfirwinkel (P und ^// und durdi die 
andere Art der Bezeichnung, nadi welcher £3 (^T% , a) » JE7,(fi^ a) 
ist, kann die allgem^ie Formel auch folgendennalsen dargestellt werden: 

<Ml«*t Jointil d. M. Bd. XXL Hft. 4 47 



0S6 17. Kummtr, Sbtr wkdtrkoHt bOigniHontH raüaiuitr Fcrmdn, 

ist. E,((p+i^-.2na-ß+2ii— 2r)+J^(^,a-Ä+B,(^,a+ß) « 

WO nqgtp sa 8mlicfa)Nii(v+i9)~8iBi(äBueM(a4.A* 
»^ rin(«*f a) nov— Mii«iiii(v+/9) eM(a— /!)' 

•MdL euM ratiomle Foaotion vom dritten Grade der Grftfimi a»ß and «—«iit 

BSaen tinfadiereB, spectdloi Fall Aeser Formel erfcitt man, ivem 
auui «CSV BJmartf so dab 4"=^9-hß ^ Ihum Ist 

«mim <*mA «1 äa«»än(«+^) 

wvnn HiiBS/ -» dft(« + •) äa(v+iS) » ain* « om(« + ^ 

ist und wenn a, ß und v^'ß in den Grenaen und sr liegen. Ferner kt 

1) £r=sO, wenn v + a in den Grensen md sr liegt) 

9) /;a-~3ir0(3ß— ^), wenn v-fa in den Grenaen r nnd 2r oad 

a-f ß in den Grenzen nnd r liegt; 
S) I/sB->3rß(3ß^)r) + 2)r(a+ß~x')*, wenn v-^a in den Gren- 
aen ir nnd 2r, nnd a-fß in den Grenam n* nnd 2r liegtf 

4) LaB2r(ß-*)r)(2ß~9r}— 29r(a+ß'-)r)', wenn « -f-« in den Gren- 
aen — )r nnd 0, nnd a+ß in den Granaen nnd n* fiegt) 

5) Ifai2)r(ß— 3r)(2ß— «*), wenn «+a in den Grannen — >ir nnd 
nnd a^-ß in den Grauwn x nnd 2r liegt* 

Setzt man Uerln weitw a «• ß, co kann nur der erste der ai^jegebenen 
fünf Falle Statt iiaben nnd es ist 

188. £,(^, 2a) « AE,i<p--9, a) + 4£;(e, a), 

• wenn tangS) = ^> ^ ^ x ■ ^ s-« 

Diese Formel etiamit mit der io dem al^emeiueo Aosdrook (1S4.) eotliilte» 
iieDFormellC|(~4r^,3a)8 4£^(— ap,a)+4JB^(+i0^a) voUaUodig oliereiiL 

Eine elegante Formel erliait man mm der aUgemeineD Formel (ISL), 
weoD man as j^T ond ß^=^iT nimmt mid aladaoo einige der Faoctio- 
MO JBs nach der Formel (199.) yerwanddt und tr— v»7 setzt; nämlich: 

IW. JCi(2r,27)«2ft(r,7) + 2Ä;(r + iT,y) + 2Ä,(r,7 + iT) 

+ 2J?,(r+iT,y+ir)~2«,(t^+y,iT)-2«,(r,ir) + l^ 
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In ümm Formel M mter der YormsBeteaiigy dafi» 9 und y beide m den 
Giettiett — ir und +1*' liegen: 

1) L^\x^(2y — ^)t wenn r+7 in den Gremsen nnd fr oder in 
den Grenzen — x nnd — fr lie^j 

3) J&BiT*(27+^)9 wenn r+7 in den Grenzen -—fr nnd oder 
in den Grenzen fr nnd r liegt 

Andere npeeieUe FonneiAt weldie nan nach Belieben nue der aMgemefaieii 
Formel (1314 ableite» kana^ übergeben wir^ weil sie fast alle wenqper ein- 
fadi ausfallen. 

g. IC 

Die Beiben -Entwickelnngen der Function Ej(x,a) sind denen der 
Function /^s(^ et) ganz entiprediend und werden anf dieselbe Weise g»- 
fanden. Setzt man nimKcb 

. drsina . 

arctaagr-i — n — ==* 'i 
80 bat man dunA tikdlweise Integration: 

Entwickelt bmi oob I fai eine Beihe, w hat wn bekanntfieb 

f ts — j— — — 2 ^ 5 — — .... 

(Setzt man statt t diese Bettle vnd filhrt die angedeuteten f ntegratiooea ans, 

so hat man 

IBft. Ei(x,a) SS 

(I*yaf0tanfj:j:^^^^jjj-2l4r(-p 55— + — 3i J 

+ ^V.~T« 55 "^ 5« ••••^' 

Setet man hierin — statt x nnd verwandelt sodann ■i^(r»a) iu £)(«? ft) 
nack der Formel (It&X so hat man 

18C. j^ (x, a) s 

-(/*)' arctaBgj;:j:^5j;j-2lx(j5^-^^+3j^~....; 

n /sin a sin2a ^^ Bitt3» N 

47* 
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w» C an •^^(a4:*r)a(««— t), wenn x poiitiT kt mid a im de» Giwh 

sen — T und +^ l^^g^S 
C SS — -(«(a — ^)(a— 2rX wenn x negativ i«t mid a io de« GreiH 

sea und 2ir liegt 
Von diesen beiden Reihen dient die eine dazu, die Werthe den Bj(x, a) 
m bereehnen, wenn der absolute Werth des x kleiner als Eins ist| die 
andere, wenn dersdbe gröfser als Eins ist Nur für den Fall, dafs x dneni 
der WerOe -4*^ oder —1 sdir nahe kommt, sind sie nicht wohl anwendi- 
bar, we3 me alsdann so langsam eouTergirem Vftr diesen Fall aber erl4ft 
man wieder leicht eine nach Potenzen von / jp geordnete Beiken «Entwfcke- 
lung, oder, was dasselbe ist, eine nach Potenzen von ar geordnete Bot* 
wid^elung der Function 

Der Ausdruck unter dem Integrationszeichen wird leidit auf folgende Foni 
gebracht : 

wo » US /*— 1 ist Entwickelt man daher nach dem 7<fly/orsdben Saüe^ 
so hat man 

l~2e» cosa4-<^ tV'^'^t» ^^1 iTjT ^^4 ßlO * /' 

und wenn man mit z^dz mu&iplicirt und integrirt, 

187. Ä3(— #•, a) = 

Die bierin Torkommeuden Differenziirfquotienten von cotgl^a haben fol* 
gende Werthe: 

d^ eotg ^a 4coi^a d^ cotg j« 4(co8f «+llcot^a) 

dm^ ™ (2«uii«)»* da^ "* (2sinia)» * 

cfcotgi« 4(cosfi»H-57cos|g + 302cmiia) 
rfa* ™ (Ssinia)* 

Diese Reihen «Entwickelung ist in den Grenzen ar ca — a und ar ms .l»^ 
couTcrgent, wenn a ein in den Grenzen — ^ und 4*^ liegender Bo- 
gen ist Die Entwicklung von IZ^sC+e^ a) erhalt man aas ihr leicht, 
wenn man a — t statt a setzt Bemerkenswerth ist dbr specielle Fall 
tt =5 j^T, für welchen die DüTerenzialquotienten von cotg^a gerader 
Ordnungen in die bduuinten Coefficienten der Secantenreihe flbergeheo. 
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Ftr dieMii Fall hat nuui daher 

ISS. B^(--^,iir) = 

f. 17. 

E» ist nicht Qaintereaaaoty die Eigeaadiafteii der logarithmisohen In- 
tegrale von der drilten Ordnung, wdcke wir hier entwickelt haben, mit denen 
zweiter Ordming zn yerf^eidien. Die Gbrondformeln för beide Ordnungen 
ethnmen darin uherein, daCb in ihnen gewiaae Aggregate von zwei oder 
mehreren aoldien Tranacendmten durch Logarithmen und Kreisbogen aus» 
gedrückt werden, und dies adieint eine durchgehende Eigensctiaft der lo« 
garithmischen Integrale aller Ordnungen zu aein, welche wir auch an einigen 
apecielleren logarithmiachen Integralen von der vierten und fünften Ordnung 
aufzeigen werden. Für die Integrale der höheren Ordnungen aber verlieren 
die Gnndformeln immer mehr imd mehr ihre Eiafachheity indem namentlich 
die Anzahl der in den Formeln vorkommenden Tranacendentnn immer b^ 
triditlicher wird. Der Grund hiervon Itfgt darin^ daCi jede Formel för lo- 
garithmiache Integrale von einer höheren Ordnung, mehrere einzelne Formeln 
ftr die entsprechenden Integrale der nichat niederen Ordnung in sich ver«> 
einigt und gewisaermataen aia Beatandtheile enthält^ in welche sie zerlegt 
werden kann. Dies lafist aich an den hier behandelten logarithmischen In- 
tegralen von der dritten und zweiten Ordnung sehr klar zeigen. Nimmt 
man z. B. die Formel (106.) S. IS. 

und differenzUrt sie in Beauehuqg auf Uj ao erhalt man E2( — u^m+a) 
-{^ £2(09 u) ^ss 0. DifferenzUrt man nie in Bezidiung auf a, so erhält man 
£^(— ti^ti-f»a) + £?2(^>a)c»0* Nimmt man aber ti + a = const. und dif- 
ferenzUrt, so wird JE?2(tf>a) — E2(a,M)9sO. Diese drei Formeln (tir das 
logarithmische Integral zwtiter Ordnung JCz, welche mit den oben S 8. 
gefundenen (67«^ 70. und 71.) übereinstimmen^ aind abo vereint in der ent- 
iqprechendea Formel Cor das logarithmische Integral dritte Ordnung enthalten, 
weshalb diese Formel nethwendigerweise compUcirter sein mufs ala jene. 
Ueberhaupt kann man durch Diffierenziation ans den gefundenen Au»- 
drOeken fOr die logarithaMschen Integrale dritter Ordnung eine grofse An- 
zahl von Formeln fär die Integrale zweiter Ordnung gewinnen ^ wdkihe 
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simTlieil mit deo bereits gefundenen fibereinetinieB^ thefle dber nen ^imL 
Nimmt nun x. B. die allgemeine Grandformel (131.) for die Function E% 
nnd differenziirt dienelbe in Bexiehnng auf a und ß^ jedoch 0O9 dib a — ß 
constnnt genommen wird, 00 erliilt man genau die allgemeine Grandformel (f ft.) 
S. 4. für die Function A : diflferenziirt man aber die Formel (131.) ao, dafit 
ß, u und V als constant und a allein ab variabel betrachtet wird, so erhilt 
man eine Formel von folgender Art: 
13». A((p+^ — 2ti,a— ß+2«-2r)+A(^A.a~ß) + A(<P,«+ß) — 

wo ^ und ^// Aesetten Bedeutungen haben wie fn Formel (131.) und M ein 
von Kreisbogen abhingiger llieil ist DiiferenE&t man die Formel (tM>) 
in Besiehung auf 7, so erhalt man eine neue Formel ftr ^ Function Dtf 
nämlich öe Formel 

+ A(t^ + iT,y+|s-)-i(ltaiig(p+7)ff 
und diese ist wieder nur ein specieller FaD einer aBgemeberen Formel, 

welche folgendermalsen dargestefit werden kann : 



Dritter Tkeil. 

lieber einige logarithmische Integrale von der vierten 

and ifinften Ordnung. 

$. l& 

Nach denseibeo Prindpien, wdche wir für die Untenrachung der 
logarithmischen Integrale zweiter und dritter Ordnung in Anwendung ge- 
bradkt haben, ktonte man auch die tou der vierten Ordnung und fiberfaaupt 
Ton allen höheren Ordnungen behandeln, fis reichen aber schon fiHr die rierte 
Ordnung nicht mdir die beiden yon swei Elementen abhängigen Transcen- 
deuten aus, wddie den Integralen D und E zweiter und dritter Ord» 
nung entspredieni sondern man wirde xn diesen noch eine Ton yicpr Ble^ 
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meoten abhängige TransoeiidMite bamuieliDMii iwBifleik Am diesen Grande» 
und da die GraiidfoniielQ für die höhevea l^anaee&denten inmer complicir- 
ter werden 9 lassen wir die VoUsttudigkeit der üntenmchnog fatten und 
wollen bier nnr die Grandfonneln for das einfachste logaritbmiscbe Integral 
vierter Ordnung 

nad Ar das diesem entsprediende Int^^ fünfter Ordnung herleiten. 
Verwandelt man snn&disC jr k — , so erhilt man 

oder 



A(x) +aQ) « i(f±^T + C. 



Ffir jp SB nnd ar as j: oo wird die Continnitat der in der Formel Torkom* 
menden Functionen unterbrochen » weshalb die Constante ftlr die beiden 
Intervalle jtss — oo bis jrssO und jrasO bisjps^*^ besonders zu biH 
atimmen ist. Setst amn jrss -f-l» so erhalt man C85s2^(+1); setzt man 
aber «gs — 1, so erhalt man CmL2J^(r^i). Es ist daher 

14t. A(s) + a(^) « i(l±xy + 2A(± 1), 

wo die oberen Zeichen gelten, wenn x positiv, die unteren, wenn x ne- 
gativ ist. Statt >li(+l) iu>d JU{ — 1) kann man auch ihre Ausdrucke durch 
^e 2jahl ;r setzen, denn es ist bekanntlich 

Eine andere einfache Grundformel erhiU man, vrean man x in — «^ 
verwandelt und sodann das Integral J^i^^x^) in zwei Integrale von der- 
selben Art zerlegt, nandich in 

148. ^(— a^) « 8^(— jt) + 8^(+flp). 

Um nun eine allgemeine Grandformel zu erhalten, welche zwei von ein- 
ander unabhängige Gröfsen x und y in sich enthalt, wende ich eine ähn- 
liche Methode an, wie far die Herleitung der entsprechenden Grundformel (93.) 
der Function Aix)y und bezeichne hier, damit die Redniung und die For- 
mel selbst einfacher werden, 

1 — X durch ^ und 1 — y durch tf. 



Ich Biaciie mm tw folgeiidw idmtiNbeB Gtdeiiaiig €Mmuidir 

(/4i»«)» + (l«*y— 6(/ä*)»— 3(Zay— 3(1*)» « 0, 
uid sttbfltitoird fibr « «nd ft aadi eiBuder Mgande vier WerAe^ 

a = ?? und » = ^, « = y$ und 5 = ^, 

a = — nod * Ä 4-> « as jiii «od * sss -^j 

was folgende vier Gleicbnngeii giebt: 

Q'-^y+o^y-^v'yy-K'-^y-K'^' - o, 

('=^)'+('^)"-6('?)'-»<'rö'-K'fi)' = »' 

('0)'+('F^)"-«('^)'-K'f)'-K'f )• - «• 

Ich setae ferner der Kflne wegen 



1 — jry es «, 1 — «i} = 7, 1 — — ea^ 1— ^ 

IKeses giebt 

loh mnltiplicire jetat die erste der obigen vier Gleicfaiuigen mit — , die 

«weite nH ^, die dritte «tt ^— ^, die vierte mit ^— ^^ mid tddire 
alsdann alle vier Gleichungen. Dies gtebt folgende Gfeidiung: 

('^T{?+$^-?)+('=r)"(T+?)+('^(^'+v-?) 

_6(,f^-(ü_a)_3(,Zl)-V-3(lr8.i'-3(/|)rT'-f) 

-3('.^r(^-?)-»('T')'(x-?)-3(',^)*(^-^) 
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W«im BUlo jetet erwigt, daft iA{^) = /(jr)il/(l+«) und ijUi-^») « 
d{x)dl{i — dp) ist^ 80 adit man so^leidiy dab alle einaEdbiai l%6ile dieser 
Gleichniig die Diffidrenxiale Toa heMamtea Fanctioiieo J^ tAad. Nor der 
letzle TheÜ maobt davon eine ÄMnahme* Verwandelt man ibn aber in 

~6(/y)'^*+(?(teyi^ + 18(?ii)^l5^^ 80 labt er aicli ebenfalls dorcb 

die Function J4 ond dorch Logarithmen nnmittelbar infegriren nnd man er« 
halt dorcb Aoaftbning der Integration: 

+ 6 J!»{— a?) + 6^(y) + 9(lfif(lQ^ + qonat. » a 

Da die Constante nur eine Function von y nein kann^ ao kann man 

den Werdi 6A(r-y) + ^A{-) +K geben. Bei diesem Werthe 

kann man in der Formdi die Groben x nnd y mit einander vertauschen, 
ohne dab die Formel eine Aenderung erleidet; nnd hieraus folgt, dab 
die neue Constante K nidit nur von x, sondern auch von y unabhängig 
sein mufs. Diese Constante kann nur dann ihren Werth ändern^ wenn 
in der Formel eine Discoutinuilat Statt bat; welches der Fall ist, wenn 
^ oder )] gleiöb Null werden, oder, was dasselbe ist, wenn x oder y gleich 
Eins werden« Die Constante ist also für folgende vier Falle besonders 
zu bestimmen : 1) wenn 1 — x nnd 1-— y beide positiv sind; S) wenn 1— x 
positiv und 1 — y negativ ist } 9) wenn 1 — x negativ und 1— *y positiv ist; 
4) wenn l-^x und I — y beide negativ sind. Fflr die beiden ersten Falle 
hat man sogleich JiCssO, wenn man jpasO seist Eben so hat man auch 
fär den dritten Fall JK s= 0, wenn man y = setat Fär dra vierten 
Fall aber erhalt man, wenn man X9Si2 und y = 2 setzt, wodurch ^ss — 1 

und f]ss— 1 ward: 

4^,(8)— 24^(— 4)— 24^(+2) + 24.<,(— 2) + Ä « a 
Dieser Ausdmdk dw Constante ist zu complicirt und es labt mch aus dem» 
selben die Grobe von K nur mähsam beredinen. Einen sehr einbcben 

CMM^i loinial d.lL 8a.XXL Hlt4. 4S 



17» Summer^ ühr wltimMIt UN grt tkmn p t /t mäk r thrmtUt. 

Ansdnek aber fi&det anm, w«ui wm ftr » «nd y die Cf em u rei fte im 
TiecteR lUbs ninml, niBUoh «=sm nad yt^m, wo Mca-foD. Hieidareh 
wird |cs~>.fli and i|«s-«>«i aad bmui erfaitt 

- 4^(+D + 9(lai)* + Ä « a 
Da aber oadi der Fonael (149.) ftr m s oe, 

^(«1») «B VC«)* + 2 ^(+ 1), ^iC-aiO « Hlm)* + 2 -*,(- 1) , 
^(+«1») e 4(/i»)* + 2A(-h I), ^♦(«) « iC»)' + 2^(+ 1) 
ist, 80 eibftit man dardi Sabstitotion üBeser Werdie 

K « 1i*M+ 1) + 6^(— 1) oder Ä «» «*, 
da ./«<— 1) » — i>r^ nnd ^(+1}»tIv«* i«^ 

Die gefiudeae Fonnei kaaa naa ToUatftadfi^ folgeaderattTsea dar- 
gestellt werdcü: 

144. ^(*^) + ^,(^!iLl)+^(-^)+^(3f;f) 
+ 3-^(-*ij) + 3X(-ya) + 3A(-^) +3.i»(-9 



+ 3<^) + 3<^0 + 3A(^) + 3^*(^) 



- &M—») -6^,(-y)- 6-i«(f ) - 6^.(^)- 9(/$)»(/,)» ~ JT, 

wo immer iCssO ist, mit Ansaahme des FsUea wo 1 — » aad 1-- y iielde 
negativ siad; in weldiem Fidle Ktsix^ ist. 

Bemerlteaswerth ist der speeielle Fall dieser Fonad, in weiebem 
ys=s ist. Fflr diesen erfaäk man dorch Anwendang der Formet 



146. Aix^ +-^(--f) '^ ''^^<-'^) + 3^(f) + ^«(t) 
+ 18^(~4r)+ 18A(f)+ 27 .<»(*) + 27 ^,(-|)-|(|*)«-J[; 

£^=0, wennl — » positiv nnd £^as -^-jr*, wenn 1— jt n^pitiv ist. Oieoe 
mo\ scheiat niebst den Formeln (14t.) nnd (HS.) die mnfaohste an 
I, wdebe es ftr die Fanetioa J*(») nbedumpt g^bt } Mreaigstens baben 
bier aagewendaten Bietbodea l^afaM obifiMbwe g^eben. 



f. 19. 

Dm einfiMdhe logarithmische Integral von der fünften Ordnung 

J l+x ^ ^* w 

bat Eanäcbit wieder folgende xwei Anndröoke, weldbe den Integnlen A 
aller Ordnungen zakommen: 

146- A,{x)^A{^) a i(/^/, 

147. ^(— ^r') « 16 ^(~x) + 16 A(+*)f 

die allgemeinere Gmndformel aber, welebe zwei von einander unabbangige 
QnantitiUen x und y entbält, wird auf tihnliche Weine gefunden , wie für 
das eutoprecbende Integral von der vierten Ordnimg«. Hierzu wird folgende 
identiache Gleicbung benutzt: 

(/a^*)+(/a*y + (/yy~9(la*)*— 9(/a)*— 9(«/ = a 

Snbatitnirt man in deraelben für m und h naeb einander folgende 
aecba Wertbe: 

« = ?5 «nd * == 2^, Ä » ^ und * « ^ , 
a =s ^ and & » 2i, « o f^ lod * « -^ , 

a = JJ and » « y|, « « ^ nwl » » nJ* 
80 eriialt nao die sedn CäekAnogen : 

(,?^*+(i£ö:iy+(<^y_W*rr-9(/^-9(»i:)*-=qt 

('^'+0=^)'+('p^;-<'^'-«('r;*-»('in' - «^ 
('g?)*+('^-i^) +('pf^-<'^) -«('^)-»cw - «^ 

Aofoer dienen wird Aoch folgende identiMke Gldebonf gebnuchii, dlwen 

Riebtigkeit sich leicht heweiMn UM: 

48* 
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(,-py+(/0:y+(/g?y+2(/,-^/+2(i^y+2(,|^y 
-.9(/ iy-9(/i-y-9(/^y-i8(/a.)*+ 18(/ f y+ ni(fyi& 

— 36(fÖ* + 72(/ii)'/^— 216ly(li|)'/| » a 
Seist mn nom dw ELöne wegen 

1 — «y =3 «, 1 — y 8S ß, 1 — «1} = 7, 

Bum 



Nach diesen YorbereiciiDgeii erlialt mao die gesochte Formel leicht auf fol- 
gende Weise. Man moltiplicire die obigen sechs Gleichungen einfieln, wie 

sie auf einander folgen ^ mit — , -j, -^y -j-, — and ~ und addire die 

Prodocte; ferner multiplicire man die siebente Gleichong mit y ond snbtrahire 

das Prodnct von den vorigen ; in der hierdurch erhaltenen Gleichung, wenn me 
so geordnet wird, da(s alle Glieder, welche denselben Logarithrnua nr 
vierten Potenz erhoben enthalten, in eins zusammengefalst werden, sind 
alle einzelnen Glieder die Difierenziale gewisser FuBctionen ^, wridie 
Idcht zu erkennen sind. Fährt man daher die Integrationen aus, so erhalt 
man die folgende Formel: 

148. ^.(f^)+^.(-^)+^(-p+^.(-^»l)+^.(f^)+A(^') 

-9^(^)-.9^.(^0-^^*(yV^^«(¥)-«^<Ä)-«^'(T) 

-9^,(^)-9^(=^)-9^.(=^')-9^(-|y)-9A(~|»l)-9^^.(^) 
-9>^.(=f)-9^(=2)-9^(^^ + 18^,(-*) + 18^.(--£) + 18A(|) 

+?('Ö*-36(/iiy»(/^»-i8^(-i) = a 



17r Mumm fr, iilir wiederMU Integrutionen ratiomiler Formeln. 369 

Die Constente dieser langen Formel ist durch den Fall ^ = bestimmt 
wordeiiy also zonicfast nur gültige wenn 1 — jp positiv ist; es ist aber leicht 
zu zeigen, da(s diese Constante ungeandert bleibt , wenn l~x aus dem 
Positiven in^s Negative flbergeht, so daCai dieselbe also ganz allgemein 
gult% ist Die Formel zeichnet sich durch eine besondere Art von Sym- 
metrie aus. nemlich dafii immer die sechs Werthe x. —9 1— -jt« -i 9 

JZL- und --^^ wiederkehren, und eben so die Werthe y> — , 1— y^ 1 — t 

^f-f -^^ 9 und wenn man (iir » oder y irgend einen anderen dieser sechs 

Werthe substituhi, so erleiden die in der Formel euthaUenen Functionen J5 
zusammengenofluaen keine andere Aendemng, als dafs in einigen derselben 
die umgekehrten Werthe ihrer Elemente vorkommen^ vrelche nach derFor- 

mA Ai^y—Ay^j ^=^i(f»y wieder in die alte Form gebracht werden 
können* Deshalb lafst sich die Formel kurzer so darstellen: 

wo L ein logarithmischer Theil ist und die Summenzeichen andeuten^ dafe 
dem X nach einander die Werthe x, ^ — , -r-y nr*' ^^ ^^^ X ^^ 

X Q Q X 

Werthe yS — > q» — ^ —^ nßd '^ zu geben sind. 

Den einfachsten speciellen Fall der allgemeinen Formel erhalt man, 
wem man ytszx «hamt und nach den Formeln (146.) und (147.) einige 
VaeinfiM^ungen ausfährt, nämlich: 

14»- Ai^) + Aie) + a{-~)-9a(j)- 9A (f)-9Ai-^^ 

+ 54ljr(lö»-??(/^*~21.<5(-1) = 0- 

Da es hier gelungen ist, filr die Transcendenten 4t9 Ar-A ^d A 
allgemeine Formeln zu finden, in welchen eine Summe mehrerer solcher 
Functionen durch Logarithmen ausgedrückt wird , so kann man nach der 
Analogie schliefisen, dafs wohl auch filr die entsprechenden logarithmische» 
Transcendenten aller höheren Ordnungen ahnliche Formeln Statt haben 
mögen. Ob dies aber wirklich der Fall sei, mässen wir dahingestdlt sein 
lassen und können in dieser Beziehung nur Folgendes bemerken. INe 
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Gnmdfoniial fttr die Fonctioii Jt(^) eadialt nu fa^onafe Brfldie ia tickt 
welche iu Beziebung aof s rawoiilt «Li audi enf y, vom eratenCtnde nodL 
Die drei Groodformela für dh FmetioMn Ji(x% A{x) imd J^(x) entkakm 
aofiperdem Brache io sich, welche io Beiiehiuig auf x aod y vom sweiteo 
Grade aiiid. Eiue eotaprecfaende Formel för die Fuoctioiieii J der höheres 
Ordoongeu aber mOfjte aofser diesen auch Brficbe eotbalten, welche ia Be- 
»ebottg auf jede der beiden Variabein von einem höheren Grade sein mäb« 
ten. Die Versuche, eine ähnliche Formel für das iogarithmische Integral 
der sechsten Ordnung ^(jt) zu finden, sind mir bisher nicht gelungen, wmi, 
aufser der ungewöhnlichen GröfsCi welche eine solche Formel haben m&tatef 
nodi gaos eigenlbimUche Schwierigkeiten eintreten. IBs bleibt daher zweifel- 
haft, ob filr die logarithmischen Integrale der höheren Ordnungen uberhaapt 
Formeln Statt haben, welche den hier g^ebenen ahnUdi sind« 

%. 90. 

Die ganze hier angestellte Untersuchung kann man noch aus einem 
anderen Gesichtspuncte auffassen, nämlich ab die Theorie der Beihen 

jpT "~ 2* * 3* 4* -!••••• 
arcosa x*€0s2a . x*eos3a 



n — ••• • 



1- 2» ^ 3 

jpsin« x*8in2tf , dr*sin3g 

denn diese Beihen sind fihr n SS 2, 3^ 4> 5 u. s. w. logarithmisdie Tnnsoeadea- 
ten resp. von der zweiten, dritten, vierten, f^ften u. s. w. Ordnung, ond zwar 
Inder Art, dafs sie vollstfiudig die Stelle der Functionen 4. (x) ^ i^i. (^i «) ud 
£«(jr,a) ersetzen, da man lefebt die Beihen durch diese Integrale und 
eben so, umgekehrt, diese Integrale durch die Beihen ausdrOcken kann. 
Alle gefundenen Eigenschaften dieser Integrale lassen sich daher auch als 
Big aMc h a f Iten der Beihen darstellen. Der Kurze wegen aber wollen wir 
hier nur den Zusammenbang der ersten Beihe mit dem logarithnuschen In» 
tegrale J^ (^r) etwas näher entwickeln. Bezeichnet man dieee erste Beihe 
durch Hn , so dais 
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iu 8» w* md hienun ftide< iMtn leidet dordi Aeilwebe btegratira : 

t.2.i.R^(x) mn — ^(4r) + 3/j?^<ir) — 3(ljrM(dr) + (/x)'/(l+x), 
a. $u w. ud omgekehri 
^,(*) » 2ll,(jp) — 2/aPÄ,(*) + (/x)»/(l+x), 

Siibstitilirt man diMe Weribe der FottdioneD J in den f3r dieselben ge- 
fondenen Formeln , w erhält man die entsprechenden Formeln för die Sei- 
hen R. Hierbei tritt non ein eigenthnmlicher Umstand ein, welcher eine 
^fiie Vereinfiichnng der Formein erzeugt Snbstitnirt man nämlich den 
Wmrth von 4i(^) in den Formeln des S* 9.^ so kommen dadurch nnr die 
eine Transcendente Rt (x) in die nene Formel^ und anlser dieser nur Loga- 
rithmen: dröckt man aber in den Formeln des $. 11« Js(x) durch die I^- 
hen B ans, so kommt dadurch nicht nur JS3, sondern auch A, in die For- 
mdn bioein: diejenigen Theile aber^ welche R2 enthakeo, lassen sich dann 
allemal für sich durch Logarithmen ansdräcken, so dafs sie ans der Formel 
ganz wegfallen« Wenn man ferner in den Formeln des $. 18. J^ durch 
die Reihen JR29 ^ Q&d JS4 ausdräckt, so lassen sich die Glieder, welche 
JR) und B enäialteuy für sich durch Logarithmen ausdrflcken, so data nur 
die Reiben B von der vierten Ordnung iu der Formel bleiben* Dasselbe 
ist der Fall, wenn man in den gefundenen Formeln für die Function J^ 
diese Transcendenten durch die Reihen JR5; JS«, B^ und B2 ausdruckt; die 
Glieder y welche iS«, B^ und B2 enthalten , lassen sich dann ganz ans der 
Formel entfernen, so dafs nur die Reihen von der filnflten Ordnung in dersel- 
ben bleiben. Aus diesem Grunde sind die Formeln für die Reihen B^j Hj, JR« 
nnd Bs denen für die Functionen ^29 ^, ^ und ^ in äireu eigentlich 
transcendenten Theilen vollkommen gleich nnd nur die logarithmiseben Theile 
derselben sind etwas verschieden. Da nun die Uebertragung der Eigeu'* 
Schäften der Functionen ji auf die Reihen iS keine Schwierigkeiten bat 
und wegen der Gröfise der Formefai Uofs grofae WeitläufUgkeiten mü sich 
fahren wurde, so können wir dieselbe fiiglich hier nbergeben. 
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Beweis eines Lehrsatzes, die Berno allischen Zahlen 

betrefiend. 

(Von Um. Professor SUmdi in Kritngen.) 



1. Beseichnet man die Siune der nUm Poiensen der x ersten po* 
eUivea ginzen Zahlen dorch S'^(x)f so kt^ was mnk ü,b, nUkr posÜiTe 
ganze Z^aUen sein Bögen: 

Ä*(aft) = *Ä-(a) + «afiM(«).Ä'(*-.l), mod.a\ 
(Setzt nan aamlidi in der Congrnens: 

för f nach und nadi ^ie Werthe Ij7j3 .... a, uid för s nach und nach 
die Werthe 0, 1, 3^ 3 .... b — 1, so geht dnrdi Addition der obige Sats 
hervor. Für den Beweis des nidistfolgenden Satzes ist schon die Con- 
gmenz S" (ab) ^bS"" (a), med. m hmieichend« 

2. Wenn a, b, e, .... l Priauuihlen an eüiaader moA^ so ist 
y(atc,,..0_5^_SM^)_g^) Ä^) ^^ ^^ 2ahL 

KMdkdemy9ngßaUiwiaSi€k8X^be....l)^be....l 

-^ab....lS''(e).... — a(c..i9"(0 dorch jede von den ZaUea a,b,^.... I 

mid also aodi durch ihr Product dieSbar. 

S. Wenn a, n beliebige poritive ganze Ziahlett sind» so ist 

2S^\ä) == (2ii+l)aS^(«), ma.0^. 
Es folgt dieser Satz aus der Congmena 

r»H-t+(a— ry»+* = (2ii+l)ar% mod.«", 
wenn Ar v nach mid nadi die Werthe 0^ 1» 2, 3^ •••• m gesetzt werden. 
Die Congmenz 28^^^(d)^0jmoiLa gj3t auch nod, wenn nssO ist 

4. Wenn a, b, n beUdbige positive ganze ZaUea sind, so Ist 

Folgt ans 1* und &: 

ft. Wenn a, r, n positive ganze Zahlen sind, so ist 

^>-£^ „ el«er guMn Zdd. 
Fir r OS 1 ist der Sats offenbar. Da fiöner, weaa ^ eine peattire gaoxe 
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Zahl bedeuteti nach dem Vongea 8^(itfi^^) s aS^(a^\ mod. a\ und ako 

JH^ —*-^—gs einer gansen Zahl ist, eo ergiebt sich der Satz für 

ein änderet r, wenn fir ^ nadi und nach die SCahlen 1^ 2, 3, • • • • r~l 
gesetzt werden. 

6. Wenn a, h^ e, .... I Prinueahlen so einander, n, c^ß^y^ .... \ 
aiber beliebige positive ganne Zahlen sind, so ist nach t. and 5. 

7« Wenn a eine Primsudil und » eine beliefaige positive ganze Zahl 
belohnet, so ist entweder — ^ + 7 ^^ —^ ^i<>w ganzen Zahl gleidi, 
je nachdem nämlich n dorch a — 1 iheilbar oder nicht tfaeilbar ist. 

Im ersten Falle ist nandich Ar jedes x, welches dorch m nicht theil- 
bar ist, af^i und also S''(a)^a^t ^= — 1, mod.a. Im letzten Falle 
aber gilt die Gongmenz ^r^'^^r^ modn nicht für jeden Werth von s. 
Da aber, wenn x dorch a nicht thetlbarist, die Zahlen x, 2x, 3x, .... ax, 
den Zahlen 1, 2, 3j.... a, wenn auch in veränderter (Mnong, congment 
sind, so bt anch dß^fif*(a) =iSf"(a) und also jSf"(a) = Q, mod.«. 

S. Wenn u, n beliebige positive ganze Zahlen sind, und a,b,c,....k 
diejenigen verschiedenen Primfactoren von u bezeichnen, Ar welche «—1, 
h^^i, c — 1, •••• A— 1 Theiler von 2n werden, so ist nach 6. und 1. 

5^ + ^ + 1 + j •••• + { = ^'"^ ganzen Zahl. 
Nach S. ist also 
2^:^M ^^Jl±^ ^^J^ + ^J^ .... +?={B - einer ganzen 2Wd. 

9. Wenn m^3 und x dorch jede Primzahl theilbar ist, welche 
nicht grdCser als m ist, so ist auch x"^^^ durch m theilbar. 

Es sd irgend ein Primfactor n in m amal enthalten, so enthalt ^-^ 
denselben wemgstens (m — 3) mal, und es ist nur zu beweisen, dafe m^a-f-2 
ist. Ist nun a=l, so ist der Annahme gemils ni^a4*2. Ist aber a^l, 
so ist 4*>a+2, und also noch weit mehr m^a + 2. 

10. Wenn Jl^") die nte Bemau/Zische Zahl bezeidinet, und o, ß, 
y,....\ diejenigen Theiler von n sind, filr welche 2a+l, 23+1, 27+I, 
.••• 2x4-1 Primzahlen werden, so ist: 

Gfin^titvMi4.M. na.xxi.Hft4. 49 
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wo ± gut, weonn ^f « ist 

Es sei 4? das Prodoct ans allen Primzahlen 1 welche nicht gtbbn 
als 2ii+i sind, so ist, wenn der Satz f3r jede Zahl gilt, welche <n ist, 

einer ganxen Zahl Nach a ist aber aach ^^ + ^ + ^A:! 4- ^4rj 

1 1 

2~~4ir **** "^ 2X4-T ^* 6^^ ZMj worans hervorgeht, da(s der Satz ffir n 

gilt, wenn er fflr jede kleinere Zahl gilt Nnn gilt er fflr n = 1 : also 
allgemein. 

Anmerkung. Nach dem neuesten Blatte Ton jSScAtmadkrt Astro- 
nomischen Nachrichten ist von Herrn TkomM Chmsem eine Abhandlung 
Aber die Jff^moiiflischen Zahlen zu erwarten, in welcher unter andern auch 
obiges Theorem, welches ich ba^eits vor mehreren Jahren dem Herrn Ho^ 
rath Gau/h mitgetheilt habe, abgehandelt wird. Es gab mir dies Veran- 
lassung, den Beweis, welchen ich davon fand, zu veröffentlichen. 
Erlangen, den 16ten August 1840. 
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19. 

Vier neue mondfbnnige Flächen, deren Inhalt 

qaadrirbar ist 

(Von Herrn TA. Clausen in Altona.) 



Von Hippocrates haben wir schon den Aasdrack des Flachen -Inhalts 
einer von zwei Kreisbogen begrenzten Figur: es scheint mir merkwar- 
digy dals man noch nicht mehrere gesucht hat. Es lassen sidi leicht mit 
den HöUsmitteln der jetzigen Analysis noch vier finden* 

Es seien zwei Kreis- Ausschnitte von gleichem Flächen- Inhalte 
ÄCBEÄ^ÄCBE'ä (Fig. l.)f deren Chorden J^B gleich sind: so wird, 
wie man leicht sieht, CBC'AC der mondförmigen Figur AEBE'AiJ^ig. \.) 
gleich. Setzt man den Halbmesser des gröDsten Kreises AC s=s r, den 
Winkel des Ausschnittes ACB = 2(P; des kleinsten Kreises Halbmesser 
AOz=ir% den Winkel des Ausschnittes JC'B = 2 (P'; so giebt die Gleich- 
heit der Flachen folgende Gleichung: 

und die Gleichheit der Chorden: 

Sind m und n ganze Zahlen und (P = moLf ((>' sz ntij so lassen 
sich sin (p und sin (p^ algebraisch durch sin a ausdrücken ; und da der Glei- 
chung (1.) durch die Werthe 

Genüge geleistet wird, so verwandelt sich die Gleichung {t.) in 

3. /'it.sinxna := /"ni.sfnna. 
Aus dieser folgt eine algebraische Gleichung mit sin a oder cos et als un- 
bekannte Gröfse, die sich in folgenden Fällen durch Ausziehung von Qua- 
dratwurzeln oder geometrisch auflösen lafst. 

L Wenn n ss 2, m s=s 1, wodurch man den Mond des ERppocraUi findet. 
IL Wenn n ss 3, m = 1, so wird die Gleichung (8.) 

^3 . sin a SS sin 3 o, 
/*3 s3 l+2cos2a, 
co8 2a = J(^3— 1). 
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Die GeflAaU dieses Hondes xeigt Fig. t. Der Winkel des Aofleehnittee des 
grofiMni Kreises wird 68^,5, des kleinem 205^6 nngefikr. 
HL Wenn nsS, «1=3, so wird die Gleiciimig (3.) 

8m2a ** 2eosa ** r f > 
eo82«^ 4-4008 20 4-1 « r i i« l 

COS^a es g . 

Die Gestalt ^Ueses Mondes seigt flg. 1. Oie Krtb-Auawlnitte eathalten 
107%2 aod 160^9. 

IV. Wenn »s5, «issl, so wird 

^^ SS 4cos2a' + 2eos3a-«l a /^5 «ad 

«„2« « V7»±^V5)=i. 

Diesen Mond seigt ITig. 8.) seine Bogen entballen 46<;9 nnd 234';4. 

V. Wenn »es 5, mssS, so ist 



ainft» 4coB2a«+2cos2« — 1 ^^ 



eos2 



. = y*-^+}/^+\/^ 



4 

Die Form dieses Mondes ist in der Tierten Figor dargestellt. Die Bogen 
entboten iCXf^S und 168^0. 

Fflr jedes dar angegebenen Yerbfiltnisse der Winkel der Ausschnitte 
geben die Gleicbungen nur eine brauchbare Worsd. Ich glaube sdiwer-* 
Udif dab sich die GröCien j die 4ie WinkLcl detf andern Verbaltnisseu ent- 
tq^cecbenden Aussdinilte bestimmen, geometrisch finden lassen. 
Altena^ den ISten Juli 184a 
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20. 

Remarque sur les integrales Euleriennes. 

(Par Ib. Sum^ Vt^t k Gottingiie.) 



JlfaM le tonie 16'^ pag. S58 de ce Joomal Mr. Dhichlet a doiine une 
Douvelle dömonatration de reqoation 

t. ra.r(a+i)r(a+~^) .... r(« + ^) = (2y)^n*-*T(ni?). 

Cette demonstnUion a TaTantage esseutielle de reposer entierement sur le cai- 
cqI integral et de ne demander pas la eonsideration des developpements infiois. 
Je vais donner ici nne demoDstration ud pea differente du tbeoreme qni joiiit 
du Bdme mraotage. Poar oel effet je me sers des deox integrales eonnues 

f glogTa dlogTb _ />a ^^i _ g ^g-i 
da 3ft ~*%/ 1 — X 



Oo trouve la premiere en partant, par exemple de reqoation 




x(t— «) 

qoe Mr. Dirichlet a donnee a rendroit cite. Qoant a la seconde, Legmir^ 
% döja essaye a la d^ontrer a priori, (^TraUi dea flmetiomB eUiptiptes, 
T.9. pag.466) sans reeourir aTöqoation (1.), mais sa d^monstration n'est 
applieable qn'au cas ou Ton suppose qoe la yaleur de a est rationnelle. 
Or on peot F^tablir generalement d'one maniere fori simple* On remarqoera 
ais6nent que la valeur de Fint^ale defioie 

est independante de la valeor de a, c'est a dire ^oe la diflS^renee des 
deox expressions 

est toiyoon £gale a zero. Car an lien de cette differeiice ob peot preadre 
la diff6noce des integrales döfinies 

QnSdTs ImmA 4. M. BdL XXL HS. 4 60 



fifais, 81 dans rintegrale (7.) on remplace x par jr"^ les limitesde Hutegrale 
seront lea mdinea et eile prend inmiediatement la forme de Tintegrale (6.). 
Donc Ie9 deux integrales (6.) et (7.) soot ägales; d*oü il mit qae les in- 
tegrales (4.) et (&) le sont ägalement La valear de Fintegrale 

etant independante de la yalenr de a^ supposons n sa 1, ou anra 



et il solt de la que la formale (3.) est gen^ralement exacte* 

On peilt anssi remplacer dans cette formale a par n a et Ton aora alors 

Maintenant si dans la formale (8.) on met na aa liea de a et qa'on rem* 
plaee soccessivement la lettre & par a^ a -) — y a -f- —,•••• a + 1 on 

Ha a 

am les eqoatioas 

nda ö« %/ 1—« ^ 






y — r:::^ — ^^^ 



et en prenant la somme de tontes ces eqaations^ ou obtient 
ou bien, ea rempla^ant » par «" : 
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»• — fi 1-S- + U + 5i f 

a il suit 

tO. logFa + logr(« + i) . . . . + logr(a + ^) — logfiiff 

89 — na logn •)- Const. 
et 

ina 



On dötonninera alor« par la methode connue U valeur de A qm^ comme 
00 sait, est egale a (2t) ^ .nK 



DrackfeUer-Veneidinifs zum SOslen Bande. 



Pag.8B5Iiii.87 lege 

4 - 

8 « 

81 - 

84 - 

7 - 
81 - 

8 - 
11 * 
81 -* 



dedncamiu loco dedacemot Pag. 800 liiu 14 lege hae looo hac 



. 8b6 - 



87 - 



- — 


- SS 


- 89S 


- SS 


- 804 


- u 


- 80& 


. S5 


- 807 


- 10 


« .« 


- IS 


. »- 


- 88 


- 806 


- 87 


• 800 


• 12 



« ao2 - 



- ao4 ^ 



•liminaadat L eUminandae 

Quam L Quma 

ponalor l. ponetnr 

perspecta L penpeela 

qnalibet L qiiaelibet 

reliqaa 1. reliqaam 

coBgnieia U congmum 

sigaifioet L li^ifleat 

polaii L ]»olen 

aliu h ahas 

a. o« oo^ugatonun L s. o. 

q«iiiqae illa 1. qniiiqiie 

owra 1. qDoque 

•,^t quoi L u^i, qvaa 

ha« L haa 

eBUitiet L enniitiat 

TOoeBtw L Bocentof * "~ 

compleetaatarL compleetentuf * ^^ 

a* 0. coi^vgatoniiii t *• o« " '^ 

divenaa L difonae 

par L per 



• aiti L tibi 



Sl • tangant L tangnnt 

81 « datenranatui U detennmatvin 

20 - ducta I« ductae 

13 - coigagatanun L conjagatoniin 

84 - polari L polaria 

20 - poloi 1. polai 

16 - dudtanim 1. doctomm 

87 « ofdtiiia ooigiigatomjB 1. ordmif 
13 - ifik re 1. qaam 

13 - lineaa I. lineae 

14 • Tero quaeitio h rem qoettio 

88 -^ soMipiamaa L ractipiamma 
20 - poloa L polai 

14 ' qoa re L quaiii 

15 - emineat L emiBeal 
4 - Sita L aiti 

28 - ordine L ordini 

7 - notari !• BOtam 

11 - 8 L «r 

8eiJte 884 iat in der Formel 6. und im den tenm- 
fehende Avadrucken tob U und V überall P 



- 306 - 

- 307 - 



amtatt p an leaen. 
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